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Introducción

La teoŕıa de la Relatividad General [1] formulada por Albert Einstein en 1915 [2], cum-

plirá 100 años de su formulación en noviembre de este año. Esta teoŕıa formula que la gravedad es

una manifestación de la curvatura del espacio-tiempo debida a cuerpos muy masivos, estos cuerpos

se atraen unos a otros porque deforman la geometŕıa del espacio-tiempo. La teoŕıa es puramente

geométrica, donde las distancias involucradas son muy grandes y distorsionadas (curvadas) por los

efectos de la gravedad. En 1916 Einstein haciendo uso de teoŕıa de perturbaciones, linealizó sus

ecuaciones obteniendo con ello la formulación anaĺıtica para la búsqueda de las ondas gravitacio-

nales [3]. Durante este centenario se han realizado diferentes pruebas cient́ıficas para que pase de

ser una teoŕıa a una ley, donde se compruebe la existencia de las ondas gravitacionales que son

generadas por oscilaciones de objetos masivos y cuya part́ıcula mediadora es llamada ”gravitón”, y

debe propagarse a la velocidad de la luz. Las ondas gravitacionales son una predicción de la teoŕıa

de la Relatividad General que todav́ıa no han sido comprobadas directamente de forma experimen-

tal debido a que son ondas de frecuencia muy pequeña. La prueba indirecta de la existencia de

ondas gravitacionales fue realizada por los astronomos Joseph Taylor y Russel Hulse, al analizar

el decremento de la enerǵıa de un sistema binario, esta perdida de enerǵıa fue comprobada con la

teoŕıa de Einstein. Esta investigación les dio el Premio Nobel de F́ısica [4] en 1993. Algunas fuentes

de ondas gravitacionales son: oscilaciones pequeñas de objetos compactos, radiación por objetos en

órbita alrededor de un hoyo negro, movimientos lentos en campos gravitacionales débiles, colisiones

entre agujeros negros y estrellas de neutrones, rotación rápida de objetos no esféricos, etc..

La búsqueda experimental de las ondas gravitacionales fue iniciada por Joseph Weber en

1965, cuando terminó la construcción de un detector ciĺındrico de aluminio. Intentos posteriores

perfeccionaron el experimento tipo barra detectora de Weber sin éxito de detección de ondas gra-

vitacionales. En la actualidad, los detectores más modernos son tipo interferométricos basados en

el interferometro de Michelson, algunos de este son eLISA (EUA), LIGO (EUA) y VIRGO (Italia-

Francia) entre otros [5]-[9]. Además de la búsqueda de ondas gravitacionales por interfometŕıa láser,

se estan realizando investigaciones en la creación de plantillas de información que simulen los frentes

de onda generados por diferentes objetos astrof́ısicos. Para obtener un frente de onda gravitacional
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2 Introducción

es necesario hacer uso de relatividad numérica [10], donde se realizan evoluciones temporales de

los campos gravitacionales en la vecindad de hoyos negros o estrellas de neutrones. Con lo anterior

se tendrá una base de datos numérica que pueda ser comparada con los datos experimentales, y

corroborar la existencia de ondas gravitacionales.

Los objetos más masivos que pueden generar ondas gravitacionales de mayor intensidad

son los hoyos negros, un mecanismo de generación de estas ondas puede ser haciendo uso de teoŕıa

de perturbaciones. Un hoyo negro puede ser perturbado de diferentes maneras, por ejemplo, por una

part́ıcula cayendo dentro de un hoyo negro o por el disco de acreción de materia que lo rodea. Por

medio de perturbaciones, podemos describir y entender la evolución de los campos en el exterior de

los hoyos negros, analizar las ondas salientes y entrantes que nos de información de la generación,

propagación e iteración de ondas en el espacio-tiempo de un hoyo negro, aśı como tambien el análisis

de estabilidad del sistema.

Como caso part́ıcular en la búsqueda de ondas gravitacionales, se ha sugerido que se estu-

dien señales que pueden acompañar a la onda gravitacional. En particular hay fenómenos astrof́ısi-

cos que producen ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas. En este trabajo nos interesa

el efecto que tiene un disco de acreción alrededor de un agujero negro en la señal gravitacional y

electromagnética. La compañera electromagnética de una señal gravitacional es un tema recurrente

en astrof́ısica, por ejemplo, en [11] se describe la dinámica de un agujero negro interactuando con

un campo magnético, y en [12] se plantean las bases para simular numéricamente la colisión de dos

agujeros negros cargados. En ambos casos la radiación electromagnética se produce por el cambio

temporal de campos eléctricos y magnéticos. En [13] se encontró numéricamente que existe una

escala de proporcionalidad entre la señal gravitacional y la electromagnética en una colisión. Las

ondas gravitacionales con más probabilidad a ser observadas son las que se generan de dos objetos

compactos y por lo tanto es natural pensar en la interacción electromagnética de los dos cuerpos.

En este trabajo, sin embargo, nos centramos en los discos de acreción alrededor de un agujero

negro, y analizaremos la radiación gravitacional generada por part́ıculas cargadas cayendo hacia el

centro de un hoyo negro. Aunque la amplitud de las ondas es mucho menor, es posible inferir las

propiedades generales a partir de una sistema simple como el que se propone en [14]. Haremos uso

del formalismo de Newman-Penrose [15] debido a que estamos considerando part́ıculas cargadas en

su disco de acreción, lo que pudiera generar un sistema de ecuaciones acoplados entre los campos

electromagnéticos y gravitacionales. Esta formulación ha sido trabajada por Teukolsky [16]-[17] pe-

ro sin considerar fuentes en el espacio-tiempo. El formalismo de Newman-Penrose permite obtener

una ecuación para las ondas entrantes y salientes, y en el caso part́ıcular de este trabajo solo se

analizarán las ondas salientes generadas por las part́ıculas de carga alrededor del hoyo negro.

Para el desarrollo de este trabajo realizaremos los siguientes dos pasos: primero se derivan
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las ecuaciones linealizadas de las ecuaciones de Einstein con fuentes para el caso de ondas salientes,

obteniendo la ecuación de Teukolsky incluyendo fuentes; y segundo la solución de esta ecuación

diferencial que nos permita el estudio y análisis de la generación de radiación electromagnética y

gravitatoria en las proximidades de un agujero negro de Schwarzchild perturbado. Generaremos

un escenerio que nos permitirá hacer una comparación entre las señales gravitacionales y electro-

magnéticas que son generadas por una fuente común generada por el disco de acreción de part́ıculas

cargadas.

Una revisión de los fundamentos matemáticos básicos de tres áreas importantes como lo

son la relatividad general, el formalismo tetradial y el formalismo de Newman-Penrose, se realiza

en el caṕıtulo 1. En este caṕıtulo describimos el tensor métrico, el tensor de Riemann, el tensor

de Ricci o el escalar de Curvatura. En el caṕıtulo 2 abordaremos el tema de las ecuaciones de

perturbación gravitacional. Apoyados en los trabajos de Chandrasekhar y Teukolsky derivaremos

las ecuaciones de Teukolsky con fuentes en el formalismo de Newman-Penrose. En el caṕıtulo 3

nos ocuparemos de un estudio comparativo entre las señales gravitacionales y electromagnéticas,

en este espacio estudiamos la radiación electromagnética y gravitacional en las proximidades de

un agujero negro estático utilizando la teoŕıa de perturbaciones. Resolvemos numéricamente las

ecuaciones de Einstein perturbadas alrededor de un espacio tiempo de fondo de un agujero negro

considerando que la fuente de la perturbación es materia cargada que cae radialmente hacia el

agujero. Es importante el poder deducir algunas propiedades para el caso gravitacional a partir

del caso electromagnético. Finalmente, en el caṕıtulo 4 comentaremos los conclusiones importantes

que se dieron durante el análisis de resultados. Los trabajos relevantes que arrojaron conclusiones

son la derivación de las ecuaciones de Teukolsky con fuentes en el formalismo de Newman-Penrose,

y por otro lado el estudio comparativo entre las señales gravitacional y electromagnética que se

realiza en el caṕıtulo 3, lo destacado de como a partir de información de propiedades de la señal

electromagnética se puede hacer el estudio de propiedades de las ondas gravitacionales.



Caṕıtulo 1

Fundamentos Matemáticos

En este caṕıtulo se pretende realizar el estudio de tres áreas básicas para este trabajo:

primera la Relatividad General, segunda el formalismo tetradial y tercera el formalismo de Newman-

Penrose. Es muy conocido que las ondas gravitacionales son parte importante de las soluciones

de las ecuaciones de Einstein y con estas soluciones se podrán explicar aspectos astrof́ısicos del

universo, esto ı́mplicito en la Relatividad General. La primer herramienta matemática que se uso

para los temas de relatividad fueron los tensores, una manera alternativa de analizar estos temas

es mediante el formalismo tetradial, en este formalismo se elige una base linealmente independiente

de cuatro vectores o tétrada proyectando las cantidades relevantes sobre la base y eligiendo las

ecuaciones de campo que se satisfacen. Apoyados en la idea tetradial estudiaremos el formalismo de

Newman-Penrose, esto surge de la idea de Penrose de que el elemento esencial del espacio-tiempo es

la estructura del cono de luz, esto ayuda a que se reduzca el número de las Ecuaciones de Einstein.

1.1. Relatividad General

La teoŕıa de la Relatividad General es un modelo en donde la gravedad se manifiesta

como la curvatura del espacio-tiempo. El espacio-tiempo (M, g) esta definido como una variedad

Riemanniana anaĺıtica 4-dimensional M dotada con una métrica Lorentziana g. Una revisión deta-

llada de estos conceptos pueden encontrarse en libros estándar sobre Relatividad General [18]-[20].

En el contexto de la Relatividad General la geometŕıa del espacio-tiempo se define a través de una

métrica, que en teoŕıas de gravitación se representa por un tensor simétrico de segundo orden, cuyas

componentes covariantes en un sistema de coordenadas xµ (µ = 0, 1, 2, 3) se denotan por gµν . El

cuadrado de la distancia entre dos puntos en el espacio-tiempo es dado por el elemento diferencial

de longitud

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.1)

4



5 Fundamentos

Bajo una transformación general de coordenadas xµ → x̃ν , las nuevas componentes de la métrica

se obtienen usando la expresión

g̃µν =
∂xρ

∂x̃µ
∂xσ

∂x̃ν
gρσ. (1.2)

Es posible definir una derivada covariante asociada a esta métrica, que denotaremos por ∇µ, y cuya

acción sobre su tensor mixto de segundo orden está dada por

∇λTµν = ∂λT
µ
ν + ΓµλσT

σ
ν − ΓσλνT

µ
σ , (1.3)

siendo las funciones Γµνα las conexiones afines definidas en (M, g) [21]. Sin embargo, puede probarse

que si una variedad M posee una métrica g, entonces existe una única conexión simétrica Γµλσ

llamada conexión de Christoffel o Śımbolos de Christoffel, definidos por

Γλµν =
1

2
gλσ(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν), (1.4)

donde la notación gµν corresponde a las componentes contravariantes del tensor métrico g, y satis-

facen gµσg
σν = δνµ. Es conveniente aclarar que los śımbolos de Chistoffel no son tensores, pues no

se transforman como tales.

La curvatura del espacio-tiempo es determinada por el tensor de Riemann, cuyas componentes

pueden expresarse en términos de los śımbolos de Christoffel como

Rσλµν = ∂µΓρλν − ∂λΓρµν + ΓσλνΓρσµ − ΓσµνΓρσλ, (1.5)

con ∂µ =
∂

∂xµ
. A partir de una contracción del tensor de Riemann se construye el tensor de Ricci

Rµν , cuyas componentes covariantes se definen por

Rµν = Rσµσν . (1.6)

La traza del tensor de Ricci define a la curvatura escalar R, dada por

R = gµνRµν . (1.7)

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometŕıa del espacio-tiempo con la materia

contenida en el mismo. La geometŕıa aparece en las ecuaciones de Einstein a través de Rµν y R,

construidos a partir del tensor métrico. Estos últimos se incluyen en el tensor de Einstein Gµν dado

por

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (1.8)

que por construcción satisface que ∇µGµν = 0.

Existe una manera alternativa de obtener las ecuaciones de campo de Einstein, mediante el uso

del principio variacional comúnmente denominado principio de mı́nima acción. Considerando una

métrica con signatura (+,−,−,−), la correspondiente acción está dada por

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−g(R− 2Λ + Lmat), (1.9)
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donde Lmat es una densidad lagrangiana asociada a materia y g es el determinante de la métrica.

El parámetro Λ es conocido como la constante cosmológica y es utilizado para analizar modelos de

la expansion del universo. Puede verse fácilmente que con ayuda de la siguiente definición

Tµν =
2√
−g

δ(
√
−gLmat)
δgµν

, (1.10)

la variación de la acción (1.9) con respecto a la métrica gµν nos da las ecuaciones de campo de

Einstein

Gµν + Λgµν = 8πGTµν . (1.11)

Debe notarse que la constante cosmológica puede interpretarse como un tensor enerǵıa momento

Tµν = −(8πG)−1Λgµν , el cual se asocia a una ecuación de estado de vaćıo. La materia entra en las

ecuaciones de Einstein a través del tensor de enerǵıa momento denotado por Tµν , y las componentes

espacio-espacio al tensor de esfuerzo.

El sistema de ecuaciones ec. (1.11) tiene más incognitas que ecuaciones, por lo que necesitamos

una ecuación para completar el sistema, la derivada covariante del tensor de enerǵıa momento debe

completar un sistema consistente

∇µTµν = 0. (1.12)

Esta relación es interpretada como una generalización, en el contexto de un espacio-tiempo curvo,

de las leyes de conservación usuales para la enerǵıa y el momento.

En Relatividad General podriamos pensar en una geodésica como una generalización del concepto

euclidiano de ĺınea recta. En un espacio euclidiano una ĺınea recta es la trayectoria que nos da

la distancia más corta entre cualquiera dos puntos. Cabe mencionar que en general sobre una

variedad con una conexión arbitraria Γµαβ , el proceso de transporte paralelo aplicado sobre una

curva no necesariamente genera vectores tangentes a la misma.

Consideremos una variedad como en Relatividad General dotada de una conexión af́ın de Christoffel.

Sean Uµ =
dxµ

dσ
las componentes contravariantes de un vector tangente a la curva xµ(σ), donde σ

es un parámetro que caracteriza la curva. La condición de que Uµ sea trasportado paralelamente a

lo largo de la curva es
dUµ

dσ
+ ΓµαβU

αUβ = f(σ)Uµ, (1.13)

donde f(σ) es una función arbitraria. La ecuación (1.13) puede escribirse de manera más simple

utilizando un parámetro af́ın. Eligiendo un parámetro af́ın λ, la expresión (1.13) se convierte en

dUµ

dλ
+ ΓµαβU

αUβ = 0. (1.14)

Esta relación se llama la Ecuación de las geodésicas, y puede verse que para el caso de un espacio

euclidiano, corresponde a la ĺınea recta d2xµ

dλ2 = 0.

En la teoŕıa de la Relatividad General la mayor utilidad de la ecuación de las geodésicas es la
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determinación de trayectorias sobre el espacio-tiempo asociadas a part́ıculas sobre las cuales no

actúa ninguna otra fuerza más que la gravitacional. De hecho la ecuación (1.14) puede pensarse

como la generalización de la segunda ley de Newton para el caso de fuerza nula.

No obstante, es posible introducir otras fuerzas agregando los términos apropiados del lado derecho

de (1.14), como es el caso de una part́ıcula con masa m y carga eléctrica q en Relatividad Especial,

cuya ecuación de movimiento es

d2xµ

dτ2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
=

q

m
Fµν

dxν

dτ
(1.15)

donde Fµν es el tensor mixto de Maxwell.

La ecuación de geodésicas se aplica tanto a part́ıculas masivas como no masivas. En el caso de

part́ıculas masivas usualmente se toma como parámetro λ el tiempo propio τ, de tal manera, que

el correspondiente vector tangente Uµ es normalizado a través de la expresión gµνU
µUν = 1 si la

signatura de la métrica es (+,−,−,−) y gµνU
µUν = −1 si la signatura es opuesta.

1.2. Formalismo tetradial

La teoŕıa de la Relatividad General es descrita mediante el uso de tensores, y consiste

en considerar las ecuaciones de campo de Einstein en una base local de coordenadas adaptadas al

problema a considerar. En este trabajo se maneja, el formalismo tetradial, en este formalismo se

elige una base de cuatro vectores ó tétrada, linealmente independientes, proyectando las cantidades

f́ısicas sobre la base que se elige y considerando las ecuaciones de campo que éstas satisfacen.

Es importante señalar que en las aplicaciones del formalismo tetradial, la elección de la tétrada

siempre depende de las simétrias del espacio-tiempo que se desea analizar. Ahora nos dedicaremos

a desarrollar el formalismo tetradial [15], [22], [23], para las ecuaciones de la Relatividad General.

1.2.1. Representación tetradial

En el presente formalismo para cada punto del espacio-tiempo podemos asociar una base

de cuatro vectores contravariantes que se puede expresar de la siguiente forma

ei(a) (a = 1, 2, 3, 4; i = 0, 1, 2, 3), (1.16)

donde podemos apreciar, una etiqueta a la base y otro a las componentes. Empleando el vector

contravariane (1.16), el vector covariante se expresa de la siguiente forma

e(a)i = gike
k
(a), (1.17)



8 Fundamentos

donde gik denota el tensor métrico. Definiendo la inversa e
(b)
i de la matriz ei(a), (el ı́ndice tetradial

representa las filas y el ı́ndice tensorial representa las columnas), tenemos

ei(a)e
(b)
i = δba; ei(a)e

(a)
j = δij , (1.18)

en este aspecto la convección de la suma de Einstein con respecto a los ı́ndices se supone indepen-

diente. Además, empleando las definiciones anteriores, se encuentra la matriz constante simétrica

ei(a)e(b)i = η(a)(b) = cte. (1.19)

Es muy común suponer que los vectores base ei(a) son ortonormales, debido a ello η(a)(b) representa

una matriz diagonal con elementos η(a)(b) = diag(+1,−1,−1,−1). Sea η(a)(b) la inversa de la matriz

η(a)(b) entonces

η(a)(b)η(b)(c) = δ
(a)
(c) . (1.20)

Por lo tanto debido a estas definiciones tendremos

η(a)(b)e
(a)
i = e(b)i, η(a)(b)e(a)i = e

(b)
i , (1.21)

donde se obtiene la siguiente relación

e(a)ie
(a)
j = gij . (1.22)

Dado cualquier campo vectorial, que se proyecta sobre la tétrada se obtienen las componentes

tetradiales de la siguiente forma

A(a) = e(a)jA
j = ej(a)Aj ,

A(a) = η(a)(b)Ab = e
(a)
j Aj = e(a)jAj ,

Ai = ei(a)A
(a) = e(a)iA(a), (1.23)

y de forma tensorial se tiene

T(a)(b) = ei(a)e
j
(b)Tij = ei(a)Ti(b),

Tij = eai e
(b)
j T(a)(b) = e

(a)
i T(a)j , (1.24)

1.2.2. Derivadas direccionales y coeficientes de rotación de spin

Tomaremos el vector contravariante e(a) considerado como un vector tangente, como una

herramienta para definir la derivada direccional

ea = ei(a)

∂

∂xi
, (1.25)

que se puede expresar de la siguiente forma

φ,(a) = ei(a)

∂φ

∂xi
= ei(a)φ,i, (1.26)
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donde φ es un campo escalar cualquiera. La derivada direccional de Aa en la dirección eb se define

de la siguiente manera

A(a),(b) = ejaAj,ie
i
(b) + γ(c)(a)(b)A

c. (1.27)

Tenemos para este caso que las cantidades γ(c)(a)(b) son llamadas coeficientes de rotación de Ricci,

γ(c)(a)(b) = ek(c)e(a)k,ie
i
(b). (1.28)

Estos coeficientes de rotación son antisimétricos en su primer par de ı́ndices

γ(c)(a)(b) = −γ(a)(c)(b), (1.29)

además, podemos expresar la ecuación (1.27) de la siguiente forma

ei(a)Ai;je
j
(b) = A(a),(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m), (1.30)

Comúnmente el lado derecho de la ecuación (1.30) es llamada la derivada intŕınseca de A(a) en la

dirección de e(b) y se puede expresar por

A(a)(b) = ei(a)Ai;je
j
(b) o Ai;j = e

(a)
i A(a)|(b)e

(b)
j . (1.31)

Existe una relación entre la derivada direccional y la derivada intŕınseca y la cual puede ser expre-

sada como

A(a)|(b) = A(a),(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m). (1.32)

Sabemos que la derivada intŕınseca de un vector puede ser utilizada para expresar tensores, por lo

cual la derivada intŕınseca del tensor de Riemann la podemos expresar como

R(a)(b)(c)(d)|(f) = Rijkl;me
i
(a)e

j
(b)e

k
(c)e(d)e

m
(f), (1.33)

expandiendo la expresión tendremos

R(a)(b)(c)(d),(f) = [Rijkle
i
(a)e

j
(b)e

k
(c)e

l
(d)],me

m
(f). (1.34)

Cabe señalar que para la evaluación de los coeficientes de rotación no es necesario la evaluación de

la derivadas covariantes. Por definición tendremos

λ(a)(b)(c) = ek(b)i,j [e
i
(a)e

j
(c) − e

j
(a)e

i
(c)] = [e(b)i,j − e(b)j,i]e

i
(a)e

j
(c), (1.35)

podemos reemplazar en esta última ecuación las derivadas ordinarias de e(b)i y e(b)j por las derivadas

covariantes, y obtener

λ(a)(b)(c) = [e(b)i;j − e(b)j;i]e
i
(a)e

j
(c) = γ(a)(b)(c) − γ(c)(b)(a). (1.36)

De la última ecuación de puede obtener la siguiente expresión

γ(a)(b)(c) =
1

2
[λ(a)(b)(c) + λ(c)(b)(a) − λ(b)(c)(a)]. (1.37)
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1.2.3. Las identidades de Ricci y de Bianchi

Podemos proyectar la identidad de Ricci y obtener la siguiente expresión

e(a)i;k;l − e(a)i;l;k = Rmikle
m
(a), (1.38)

en términos de tétradas podemos expresar la identidad de Ricci de la siguiente forma

R(a)(b)(c)(d) = Rmikle
m
(a)e

i
(b)e

k
(c)e

l
(d)

= {−[γ(a)(f)(g)e
(f)
i e

(g)
k ] + [γ(a)(f)(g)e

f
i e

(g)
l ];k}ei(b)e

(k)
c el(d), (1.39)

donde Rmikl es el tensor de Riemann. Podemos reemplazar las derivadas covariantes por los coefi-

cientes de rotación respectivos en la ecuación (1.39), de lo cual se obtendrá

R(a)(b)(c)(d) = −γ(a)(b)(c),(d) + γ(a)(b)(d),(c) + γ(b)(a)(f)[γ
(f)
(c)(d) − γ

(f)
(d)(c)]

+γ(f)(a)(c)γ
(f)
(b)(d) − γ(f)(a)(d)γ

(f)
(b)(c). (1.40)

Por la antisimetŕıa de los coeficientes de rotación (1.29) en sus dos primeros ı́ndices y debido a la

antisimétria que se presenta en los componentes tetradiales de la definición el tensor de Riemann,

existirán 36 ecuaciones distintas de cero. Ahora tendremos que las identidades de Bianchi, expre-

sadas en términos de las derivadas intŕınsecas y de los componentes tetradiales tiene la siguiente

forma

R(a)(b)[(c)(d)|(f)] =
1

6

∑
[(c)(d)(f)]

{R(a)(b)(c),(f) − η(n)(m)[γ(n)(a)(f))R(m)(b)(c)(d)

+γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d) + γ(n)(c)(f)R(a)(b)(m)(d) + γ(n)(d)(f)R(a)(b)(c)(m)]},

(1.41)

y se obtendrán 20 ecuaciones linealmente independientes de este tipo. Se puede identificar Rmikl

en la ecuación (1.33) con el tensor de Riemann, por lo cual la identidad de Bianchi toma la forma

Rij[kl;m] = 0 (1.42)

donde los corchetes indican antisimetŕıa sobre los ı́ndices encerrados

1.3. El Formalismo de Newman-Penrose

El Formalismo de Newman-Penrose se caracteriza porque se elige una base de vectores

nulos l, n,m y m, de los cuales l y n son reales, m y m son complejos conjugados entre ellos. La

principal motivación para la elección de una base nula se origina de que el elemento esencial del

espacio-tiempo es la estructura del cono de luz, el cual hace posible la introducción de una base

espinorial.
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1.3.1. La base nula y los coeficientes de sṕın

La base nula antes mencionada, satisface las siguientes condiciones de ortogonalidad,

l ·m = l ·m = n ·m = n ·m = 0, (1.43)

y dado que los vectores l,m y n son nulos, se cumplen las siguientes condiciones

l · l = n · n = m ·m = m ·m = 0. (1.44)

Además, cumplen las siguientes condiciones de normalización

l · n = 1 y m ·m = −1. (1.45)

La base nula, puede ser obtenida a partir de una base ortonormal (et, ex, ey, ez), donde et es tem-

poraloide y ex, ey, ez son espacialoides, tal que

e1 = l =
et + ez√

2
, e2 = n =

et − ez√
2

,

e3 = m =
ex + iey√

2
, e4 = m =

ex − iez√
2

. (1.46)

La matriz fundamental representada por η(a)(b) es una matriz constante simétrica de la forma

ei(a)e(b)i = η(a)(b) = η(a)(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.47)

La correspondiente base covariante esta dada por las siguiente expresión

e1 = e2 = n, e2 = e1 = l, e3 = −e4 = −m, y e4 = −e3 = −m. (1.48)

Los vectores base considerados como derivadas direccionales, son representados por śımbolos espe-

ciales

e1 = e2 = ∆, e2 = e1 = D, −e3 = e4 = δ̄ y − e4 = e3 = δ. (1.49)

El tensor métrico expresado en términos de la tétrada se escribe de la forma

gij = linj + nilj −mimj −mimj . (1.50)

Los coeficientes de rotación de Ricci expresados en términos de los coeficientes de rotación, llamados

también coeficientes esṕın, son expresados de la siguiente forma

κ = γ311, ρ = γ314, ε =
1

2
(γ211 + γ341),

σ = γ313, µ = γ243, γ =
1

2
(γ212 + γ342),

λ = γ244, τ = γ321, α =
1

2
(γ214 + γ344),

ν = γ242, π = γ241, β =
1

2
(γ213 + γ343). (1.51)
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Es necesario obtener 24 coeficientes de rotación γ(a)(b)(c) de la ecuación (1.51) se obtienen única-

mente 12 coeficientes, pero tomando su complejo conjugado podemos obtener los 24 coeficientes. De

manera expĺıcita, los coeficientes de rotación de Ricci, en términos de las derivadas direccionales,

en la ecuación (1.51) están dados por

κ = mili;j l
j = −limi;j l

j ,

σ = mili;jm
j = −limi;jm

j ,

ρ = mili,jm
j = −limi,jm

j ,

τ = mili;jn
j = −limi;jn

j ,

ε =
1

2
(nili;j l

j +mimi;j l
j),

β =
1

2
(nili;jmj +mj +mimi;jm

j),

α =
1

2
(nili;jm

j +mimi;jm
j),

γ =
1

2
(nili;jn

j +mimi,jn
j),

π = nimi;j l
j = −mini;j l

j ,

µ = nimi;jm
j = mini;jm

j ,

λ = nimi;jm
j = −mini;jm

j ,

ν = nimi;jn
j = −mini;jn

j . (1.52)

Dado que la derivada covariante cumple la regla de Liebniz, las derivadas de los vectores de la

tétrada en las direcciones de los vectores, se pueden expresar en términos de los coeficients esṕın

de la forma

mili;j = lin
klk;jm

j + nil
klk;jm

j −mim
klk;jm

j −mim
klk;jm

j ,

= (β + α)li − πmi − σmi, (1.53)
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y finalmente, expresando las derivadas direccionales faltantes tendremos

lj li;j = (ε+ ε)li − κmi − κmi = ljD,

nj li;j = (γ + γ)li − τmi − τmi = njD,

mj li,j = (β + α)li − ρmi − σmi = mjD,

ljni;j = −(ε+ ε)ni − πmi − πmi = lj∆,

njni;j = −(γ + γ)ni + νmi + νmi = nj∆,

mjni;j = −(β + α)ni − µmi + λmi = mj∆,

ljmi;j = (ε− ε)mi − κni + πli = ljδ,

njmi;j = (γ + γ)mi − τni + νli = njδ,

mjmi;j = (β − α)mi − σni + λli = niδ,

mjmi;j = ((α− β))mi − ρni + µli = mjδ. (1.54)

1.3.2. La representación del Tensor de Weyl, Ricci y Riemann

El tensor de curvatura tiene la caracteŕıstica de que puede ser expresado en términos del

tensor de Weyl o de curvatura conforme Cabcd, con la propiedad de que sus trazas sean iguales a

cero, de la forma

Rabcd = Cabcd −
1

2
(ηacRbd − ηbcRad − ηadRbc + ηbdRac) +

1

6
(ηacηbd − ηadηbc)R, (1.55)

donde Rbd denota los componentes tetradiales del tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura,

tal que

Rac = ηbdRabcd y R = ηabRab = 2(R12 −R34) (1.56)

El hecho de que Cabcd tenga todas sus trazas iguales a cero, requiere que

ηadCabcd = C1bc2 + C2bc1 − C3bc4 − C4bc3 = 0, (1.57)

y a la vez requerimos que se cumpla

C1234 + C1342 + C1423 = 0, (1.58)

la condición (1.57), tomando b = c obtendremos

C1314 = C2324 = C1332 = C1442 = 0, (1.59)

usando la condición b 6= c y con la ecuación (1.58) tenemos

C1231 = C1334, C1241 = C1443, C1232 = C2343, C1241 = C2434,

C1212 = C3434, C1342 =
1

2
(C1212 − C1234) =

1

2
(C3434 − C1234). (1.60)
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Podemos hacer uso de las relaciones anteriores y las componentes del tensor de Riemann están

relacionadas con el tensor de Weyl y Ricci por las siguientes expresiones

R1212 = C1212 +R12 −
1

6
R, R1324 = C1324 +

1

12
R, R1234 = C1234,

R3434 = C3434 −R34 −
1

6
R, R1313 = C1313, R2323 = C2323,

R1314 = R11, R2324 =
1

2
R22, R3132 =

1

2
R33, R1213 = C1213 +R13,

R1334 = C1334 +
1

2
R13, R1223 = C1223 −

1

2
R23, R2334 = C2334 +

1

2
R23. (1.61)

En el formalismo de Newman-Penrose, los 10 componentes independientes del tensor de Weyl se

representan por 5 escalares complejos

Ψ0 = −C1313 = −Cpqrslpmqlrms,

Ψ1 = −C1213 = −Cpqrslpnqlrms,

Ψ2 = −C1342 = −Cpqrslpmqmrns,

Ψ3 = −C1242 = −Cpqrslpnqmrns,

Ψ4 = −C2424 = −Cpqrsnpmqnrms. (1.62)

Los campos gravitacionales se clasifican considerando la estructura algebreica del tensor de Weyl.

Las diez componentes del tensor de Ricci están definidas en términos de cuatro escalares reales y

tres escalares complejos, y se pueden encontrar por los componentes del tensor enerǵıa-momento

de acuerdo con las ecuaciones de Einstein,

Rij = −8πG

c4
(Tij −

1

2
gijT ). (1.63)

Los términos de Ricci pueden ser expresados de la siguiente manera

Φ00 = Φ00 =
1

2
Rµν l

µlν = −1

2
R11,

Φ01 = Φ10 =
1

2
Rµν l

µmν = −1

2
R13,

Φ02 = Φ20 =
1

2
Rµνm

µmν = −1

2
R33,

Φ12 = Φ21 =
1

2
Rµνm

µnν = −1

2
R23,

Φ11 = Φ11 =
1

4
Rµν(lµnν +mµmν) = −1

4
(R12 +R34) ,

Φ10 = Φ01 =
1

2
Rµν l

µmν = −1

2
R14,

Φ20 = Φ02 =
1

2
Rµνm

µmν = −1

2
R44,

Φ21 = Φ12 =
1

2
Rµνm

µnν = −1

2
R24,

Φ22 = Φ22 =
1

2
Rµνn

µnν = −1

2
R22,

Ω =
1

12
Rµν(lµnν +mµmν) =

1

24
R =

1

12
(R12 +R34) . (1.64)
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donde las componentes Tll se puede escribir como las proyecciones del tensor Tµν sobre la base

tetradial.

1.3.3. Las identidades de Ricci

De la ecuación (1.40) podemos escribir un total de 36 ecuaciones considerando los dife-

rentes componentes en el formalismo tetradial; pero ahora en términos del formalismo de Newman-

Penrose, es suficiente con escribir la mitad de las ecuaciones, la otra mitad se obtiene tomando el

complejo conjugado de cada ecuación. Sustituyendo las derivadas direccionales y los coeficientes

esṕın en la ecuación (1.40) se encuentran las siguientes 18 ecuaciones

Dρ− δκ = (ρ2 + σσ) + ρ(ε+ ε)− κτ − κ(3α+ β − π) + Φ00, [R1314]

Dσ − δκ = σ(ρ+ ρ+ 3ε− ε)− κ(τ − π + α+ 3β) + Ψ0, [R1313]

Dτ −∆κ = ρ(τ + π) + σ(τ + π) + τ(ε− ε)− κ(3γ + γ) + Ψ1 + Φ01, [R1312]

Dα− δε = α(ρ+ ε− 2ε) + βσ − βε− κλ− κγ + π(ε+ ρ) + Φ10, [
1

2
(R3414 −R1214)]

Dβ − δε = σ(α+ π) + β(ρ− ε)− κ(µ+ γ)− ε(α− π) + Ψ1, [
1

2
(R1213 −R3413)]

Dγ −∆ε = α(τ + π) + β(τ + π)− γ(ε+ ε)− ε(γ + γ) + τπ − νκ+ Ψ2 + Φ11 − Λ,

[
1

2
(R1212 −R3412)]

Dλ− δπ = (ρλ+ σµ) + π(π + α− β)− νκ− λ(3ε− ε) + Φ20, [R2441]

Dµ− δπ = (ρµ+ σλ) + π(π + α+ β)− µ(ε+ ε)− νκ+ Ψ2 + 2Λ, [R2431]

Dν −∆π = µ(π + τ) + λ(π + τ)− π(γ − γ)− ν(3ε+ ε) + Ψ3 + Φ21, [R2421]

∆λ− δν = −λ(µ+ µ+ 3γ + γ) + ν(3α+ β + π − τ)−Ψ4, [R3143]

δρ− δσ = ρ(α+ β)− σ(3α− β) + τ(ρ− ρ) + κ(µ− µ)−Ψ1 + Φ01, [R3143]

δα− δβ = (µρ− λσ) + αα+ ββ − 2αβ + γ(ρ− ρ) + ε(µ− µ)−Ψ2 + Φ11 + Λ,

[
1

2
(R1234 −R3434)]

δλ− δµ = ν(ρ− ρ) + π(µ− µ) + µ(α+ β) + λ(α− 3β)−Ψ3 + Φ21, [R2443]

δν −∆µ = (µ2 + λλ) + µ(γ + γ)− νπ + ν(τ − 3β − α) + Φ22, [R2423]

δγ −∆β = γ(τ − α− β) + µτ − σν − εν − β(γ − γ − µ) + αλ+ Φ12, [
1

2
(R1232 −R3432)]

δτ −∆σ = (µσ + λρ) + τ(τ + β − α)− σ(3γ − γ)− κν + Φ02, [R1332]

∆ρ− δτ = −(ρµ+ σλ) + τ(β − α− τ) + ρ(γ + γ) + νκ−Ψ2 − 2Λ, [R1324]

∆α− δγ = ν(ρ+ ε)− λ(τ + β) + α(γ − µ) + γ(β − τ)−Ψ3, [
1

2
(R1242 −R3442)]

(1.65)
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donde Λ ≡ R
24 .

Cada una de las ecuaciones anteriores, contiene uno o más de los escalares de Weyl y de Ricci. La

componente del tensor de Riemann, de la cual se obtuvo la ecuación, se indica a la derecha de cada

ecuación.

1.3.4. Las identidades de Bianchi

Se obtienen 20 ecuaciones linealmente independientes de las identidades de Bianchi. Un

conjunto de ocho identidades complejas esta dado por

R13[13|4] = 0, R13[21|4] = 0, R13[13|2] = 0, R13[43|2] = 0,

R42[13|4] = 0, R42[21|4] = 0, R42[13|2] = 0, R42[43|2] = 0. (1.66)

Las formas expĺıcitas de las ocho identidades complejas, escritas en términos de los coeficientes

esṕın, de Weyl y de Ricci,

−δΨ0 +DΨ1 + (4α− π)Ψ0 − 2(2ρ+ ε)Ψ1 + 3κΨ2 + [Ricci(a)] = 0, R13[13|4] = 0,

−δΨ1 −DΨ2 − λΨ0 + 2(π − α)Ψ1 + 3ρΨ2 − 2κΨ3 + [Ricci(b)] = 0, R13[21|4] = 0,

−δΨ2 +DΨ3 + 2λΨ1 − 3πΨ2 + 2(ε− ρ)Ψ3 + κΨ4 + [Ricci(c)] = 0, R42[13|4] = 0,

δΨ3 −DΨ4 − 3λΨ2 + 2(2π + α)Ψ3 − (4ε− ρ)Ψ4 + [Ricci(d)] = 0, R42[21|4] = 0,

−∆Ψ0 + δΨ1 + (4γ − µ)Ψ0 − 2(2τ + β)Ψ1 + 3σΨ2 + [Ricci(e)] = 0, R13[13|2] = 0,

−∆Ψ1 + δΨ2 + νΨ0 + 2(γ − µ)Ψ1 − 3τΨ2 + 2σΨ3 + [Ricci(f)] = 0, R13[43|2] = 0,

−∆Ψ2 + δΨ3 + 2νΨ1 − 3µΨ2 + 2(β − τ)Ψ3 + σΨ4 + [Ricci(g)] = 0, R42[13|2] = 0,

−∆Ψ3 + δΨ4 + 3νΨ2 − 2(γ + 2µ)Ψ3 − (τ − 4β)Ψ4 + [Ricci(h)] = 0, R42[43|2] = 0.

(1.67)

Los términos del tensor de Ricci entre corchetes se expresan de la siguiente manera

(a) −DΦ01 + δΦ00 + 2(ε+ ρ)Φ01 + 2σΦ10 − 2κΦ11 − κΦ02 + (π − 2α− 2β)Φ00,

(b) (−∆− µ+ 2γ + 2γ)Φ00 + (δ − 2α− 2τ)Φ01 + 2ρΦ11 + σΦ02 − 2τΦ10 − 2DΛ,

(c) (δ − 2α+ 2βπ)Φ20 − (D − 2ρ+ 2ε)Φ21 − 2µΦ10 + 2πΦ11 − κΦ22 − 2δΛ,

(d) −∆Φ20 + 21 + 2(α− τ)Φ21 + 2νΦ10 + σΦ22 − 2λΦ11 − (µ+ 2γ − 2γ)Φ20,

(e) −DΦ02 + δΦ01 + 2(π − β)Φ01 − 2κΦ12 − λΦ00 + 2σΦ11 + (ρ− 2ε− 2ε)Φ02,

(f) −(δ − τ + 2β − 2α)Φ02 + (∆ + 2µ− 2γ)Φ01 − 2ρΦ12 − νΦ00 + 2τΦ11 + 2δΛ,

(g) (−D + ρ− 2ε− 2ε)Φ22 + (δ + 2π + 2β)Φ21 − 2µΦ11 − λΦ20 + 2πΦ12 − 2∆Λ,

(h) ∆Φ21 − δΦ22 + 2(µ+ γ)Φ21 − 2νΦ11 − νΦ20 + 2λΦ12 + (τ − 2α− 2β)Φ22.

(1.68)
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y tres identidades reales se obtiene de la relación

ηbc(Rab −
1

2
ηabR)|c = 0. (1.69)

Para las tres identidades reales de la ecuación (1.69) tenemos

δΦ01 + δΦ10 −D(Φ11 + 3Λ)−∆Φ00 = −σΦ20 + [µ+ µ− 2(γ + γ)]Φ00

κΦ12 + κΦ21 + (2α+ 2τ − π)Φ01 + (2α+ 2τ − π)Φ01 − 2(ρ+ ρ)Φ11 − σΦ02;

δΦ12 + δΦ21 −∆(Φ11 + 3Λ)−DΦ22 = −(ρρ− 2ε− 2ε)Φ22 + λΦ22 + λΦ02

−νΦ01 − νΦ10 + (τ − 2β − 2β)Φ12 + (τ − 2β − 2π)Φ21 + 2(µ+ µ)Φ11;

δ(Φ11 − 3Λ)−DΦ12 −∆Φ01 + δΦ02 = −(2ρ+ ρ− 3ε)Φ12 + (2µ+ µ− 2γ)Φ01

κΦ22 − νΦ00 + (τ − π + 2α− 2β)Φ02 − σΦ21 + λΦ10 + 2(τ − π)Φ11

(1.70)

En el vaćıo, los escalares de Ricci se anulan, y se obtiene ocho ecuaciones complejas con el término

de Ricci igual a cero en las identidades de Bianchi de la ecuacion (1.67).

1.3.5. La clasificación de Petrov

El tensor de Weyl puede ser completamente descrito en términos de cinco escalares Ψα

donde α = 0, 1, 2, 3, 4, los cuales dependen directamente de la elección de la tétrada. Entonces es

factible preguntarse si es posible encontrar una transformación que haga uno o más de los Ψα igua-

les a cero. Para ello sin perdida de generalidad supondremos que Ψ4 6= 0 para transformaciones de

la forma:

Transformación Clase I

l→ l, m→ m+ al, m→ m+ al y, n→ n+ am+ am+ aal (1.71)

los escalares de Weyl se transforman

Ψ0 → Ψ0, Ψ1 → Ψ1 + aΨ0, Ψ2 → Ψ2 + 2aΨ1 + (a)2Ψ0

Ψ3 → Ψ3 + 3aΨ2 + 3(a)2Ψ1 + (a)3Ψ0,

Ψ4 → Ψ4 + 4aΨ3 + 6(a)2Ψ2 + 4(a)3Ψ1 + (a)4Ψ4 (1.72)

y para la transformación de la forma

Transformación Clase II

n→ n, m+ bn, m→ m+ bn y l→ l + bm+ bm+ bbl; (1.73)
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tenemos

Ψ0 → Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4,

Ψ1 → Ψ1 + 3bΨ2 + 3b2Ψ3 + b3Ψ4,

Ψ2 → Ψ2 + 2bΨ3 + b2Ψ4,

Ψ3 → Ψ3 + bΨ4, Ψ4 → Ψ4. (1.74)

Para el escalar Ψ0 de la expresión anterior sea cero debemos elegir al parámetro b de la forma tal

que sea la ráız cuártica de la ecuación

Ψ4b
4 + 4Ψ3b

3 + 6Ψ2b
2 + 4Ψ1b+ Ψ0 = 0, (1.75)

esta ecuación tiene en general cuatro ráıces complejas. Las direcciones resultantes del nuevo vector

l son

l + bm+ bm+ bbn, (1.76)

que son conocidas como las direcciones principales del tensor de Weyl. Cuando alguna de las ráıces

de la ecuación (1.75) coincide se dice que el espacio-tiempo es algebraicamente especial. Esta es

la base de la clasificación de Petrov que separa a los espacio-tiempo de acuerdo con el número de

ráıces distintas de la ecuación (1.75):

Tipo I: Las cuatro ráıces b1, b2, b3 y b4 son distintas, en este caso podemos hacer una transforma-

ción de clase II con b igual a cualquiera de las otras ráıces, que va a dar como resultado Ψ0 = 0.

Después podemos hacer una transformación de clase I para hacer Ψ4 = 0 manteniendo Ψ0 = 0.

Para Petrov Tipo I, es posible escoger una tétrada para un espacio tiempo de forma tal que sólo

Ψ1,Ψ2 y Ψ3 sean distintos de cero.

Tipo II: Dos ráıces coinciden b1 = b2, b3, b4. En este caso la derivada de (1.75) con respecto a b

debe anularse para b = b1. Y viendo la transformación de Ψ1 podemos ver que esto implica que Ψ1

también se anula. Entonces cuando b = b1 es posible hacer Ψ0 = 0 y Ψ1 = 0, como en el caso ante-

rior podemos hacer una transformación de clase I para hacer Ψ4 = 0. Para un espacio-tiempo tipo

II siempre es posible escoger una tétrada donde sólo Ψ2 y Ψ3 son distintos de cero. Espacios-tiempo

tipo II combinan los efectos de Tipo D, III y N pero de una manera no-lineal más complicada.

Tipo III: Tres ráıces coinciden b1 = b2 = b3, b4. Siguiendo los argumentos anteriores vemos que

eligiendo b = b1 tanto la primera como la segunda derivada de (1.75) con respecto a b se anulan

lo que implica que Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = 0. Por lo tanto para espacios-tiempo de Tipo III siempre es

escoger una tétrada donde sólo Ψ3 es distinto de cero.

Tipo N: Todas las ráıces coinciden b1 = b2 = b3 = b4. Con el mismo argumento se tiene que para

una transformación de clase II tenemos Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0, sin embargo ahora no es posible

hacer que Ψ4 sea no nulo.
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Tipo D: Dos pares de ráıces coinciden b1 = b2, b3 = b4. Este caso debido a las dos ráıces dobles ne-

cesariamente la transformación de clase II para Ψ0 debe de tener la forma Ψ0 → Ψ4(b−b1)2(b−b2)2.

Esto debe de cumplirse sin importar los valores de los Ψα. Podemos obtener transformaciones de

los Ψα como derivadas de estas transformaciones con respecto a b y con el apropiado reescalamiento

tenemos:

Ψ1 → Ψ4

2
(b− b1)(b− b2)(2b− b1 − b2),

Ψ2 → Ψ4

6
[6b2 − 6b(b1 − b2) + b21 + b22 + 4b1b2],

Ψ3 → Ψ4

2
(2b− b1 − b2),

Ψ1 → Ψ4.

Podemos ahora sustituir estas nuevas variables en una transformación de clase I para encontrar que

después de estas transformaciones Ψ4 se convierte en:

Ψ4 → Ψ4[ā(b− b1) + 1]2 + [ā(b− b2) + 1]2. (1.77)

Escojamos ahora b = b1, entonces antes de la primera transformación teniamos Ψ0 = Ψ1 (doble

ráız). Después, para la segunda transformación tenemos:

Ψ4 → Ψ4[ā(b1 − b2) + 1]2. (1.78)

Esto muestra que la ecuación cuártica en donde Ψ4 se anula tiene una doble ráız ā = 1
b2−b2 . Toman-

do en cuenta este valor para ā podemos hacer ahora tanto Ψ4 como Ψ3 cero mientras mantengamos

Ψ0 = Ψ1 = 0. El resultado final es que para un espacio-tiempo tipo D podemos siempre escoger una

transformacón donde sólo Ψ2 sea distinto de cero (o en algunos casos para Ψ4). Los espacios-tiempo

tipo D estan asociados con campos gravitacionales de cuerpos masivos aislados, tales como estre-

llas, hoyos negros, etc. Más precisamente, los espacios-tiempo tipo D suceden cuando un objeto es

caracterizado por su masa y su momento angular. Las dos direcciones principales están definidas ra-

dialmente, hacia adentro y hacia afuera del objeto. Los ejemplos más relevantes de espacios-tiempo

tipo D son los hoyos negros de Schwarzchild y de Kerr en el vaćıo.

Tipo O: El tensor de Weyl se anula ident́ıcamente, es decir, el espacio-tiempo es conformemente

plano. Los ejemplos carecteŕısticos de este tipo de espacio-tiempo son el espacio-tiempo de Min-

kowski y el espacio-tiempo cosmológico de Friedman-Robertson-Walker. En este espacio tiempo los

efectos gravitacionales deben ser nulos.
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1.3.6. Las ecuaciones de Maxwell en el formalismo de Newman-Penrose

En el Formalismo de Newman-Penrose, el tensor antisimétrico de Maxwell Fij , se reem-

plaza por tres escalares complejos

φ0 = F13 = Fij l
imj ,

φ1 =
1

2
(F12 + F43) =

1

2
Fij(l

imj +mimj),

φ2 = F42 = Fijm
inj , (1.79)

y las ecuaciones de Maxwell para el vaćıo, son

F[ij;k] = 0 y gikFij;k = 0, (1.80)

expresando las ecuaciones de Maxwell en términos de componentes tetradiales y de las derivadas

intŕınsecas,

F[ab|c] = 0 y ηnmFan|m = 0. (1.81)

Utilizando el formalismo desarrollado hasta el momento, podemos expresar los escalares de la

ecuación (1.79) de la siguiente manera

φ1|1 − φ0|4 = 0, φ2|1 − φ1|4 = 0,

φ1|3 − φ0|2 = 0, φ2|3 − φ1|2 = 0. (1.82)

Las formas expĺıcitas para las ecuaciones de Maxwell que se obtienen al utilizar las ecuaciones

anteriores, son

φ1|1 =
1

2
[F12,1 − ηnm(γn11Fm2 + γn21F1m) + F43,1 − ηnm(γn41Fm3 + γn31Fm4)]

= φ1,1 − (γ131F42 + γ241F13) = Dφ1 + kφ2 − πφ0,

φ0|4 = δφ0 − 2αφ0 + 2ρφ1, (1.83)

con las expresiones de la ecuación (1.83), la primera ecuación de Maxwell con fuentes en la ecuación

(1.82), toma la siguiente forma

(δ + π − 2α)φ0 − (D − 2ρ)φ1 − κφ2 = li2πji. (1.84)

Las tres ecuaciones restantes se obtienen de la misma manera que la ecuación anterior y toman la

forma

(δ + 2π)φ1 − (D − ρ+ 2ε)φ2 − λφ0 = mi2πji,

(∆ + µ− 2γ)φ0 − (δ − 2τ)φ1 − σφ2 = mi2πji,

(∆ + 2µ)φ1 − (δ − τ + 2β)φ2 − νφ0 = ni2πji. (1.85)
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Estas ecuaciones están escritas en el sistema de unidades donde c = 1 y ji es la cuadricorriente.

Regresando al tensor de enerǵıa-momento del campo de Maxwell, tenemos

4πTab = ηcdFacFbd −
1

2
ηabFefF

ef , (1.86)

en términos de los escalares de Maxwell φ0, φ1 y φ2 encontramos

−2πT11 = φ0φ0, −2πT13 = φ0φ1,

−π(T12 + T34) = φ1φ1, −2πT23 = φ1φ2,

−2πT22 = φ2φ2, −2πT33 = φ0φ2, (1.87)

donde la traza de Tab es cero. De acuerdo con las ecuaciones (1.63) y (1.64), podemos determinar

que Λ = 0 y reemplazar,

Φmn por 2φmφn, (1.88)

1.3.7. Clasificación del tensor de campo electromagnético

El tensor del campo electromagnético Fij , también puede clasificarse algebraicamente to-

mando en cuenta las posibles coincidencias de sus direcciones principalmente nulas. Un cuadrivector

κi distinto de cero, define una dirección principal de Fij si

kiFi[jκk] = 0. (1.89)

Esta condición implica que κi es nula y que en cada punto del espacio-tiempo donde Fij es alge-

braicamente general, si todas las direcciones principales son distintas, o algebraicamente especial

si las dos direcciones principales coinciden. Equivalentemente, la clasificación del tensor de campo

electromagnético puede hacerse con base en la multiplicidad de las ráıces del polinomio

φ0 + 2φ1b+ φ2b
2 = 0, (1.90)

donde b es compleja.

Se puede probar que le vector li de la tétrada es una dirección principal de Fij si y solo si φ0 = 0,

y que li es una dirección principal repetida si y solo si φ0 = φ1 = 0. Cuando el campo electro-

magnético es algebraicamente general, los vectores li y ni pueden escogerse de tal manera que sólo

φ1 sea distinto de cero.

Algunos de los coeficientes esṕın se les puede dar un significado geométrico relacionado con las cur-

vas integrales de los vectores tetradiales. En particular κ = 0 si y solo si li es tangente a una familia

de curvas geodésicas nulas. Si además σ = 0, dicha familia no tiene distorsión, lo que significa que

las curvas de las familias pueden girar, divergir o convergir, pero de tal forma que, a primer orden,

no cambia la forma del perfil de una haz en estas curvas.
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1.3.8. Teorema de Peeling

En Relatividad General, el teorema de Peeling describe el comportamiento asintótico del

tensor de Weyl cuando este tiende a infinito nulo. Sea γ una geodésica nula en el espacio-tiempo

(M, gab) a partir de un punto p a infinito nulo, con un paramétro af́ın λ. Entonces, el teorema

afirma que, cuando λ tiende a infinito:

Cabcd =
C

(1)
abcd

λ
+
C

(2)
abcd

λ2
+
C

(3)
abcd

λ3
+
C

(4)
abcd

λ4
+O

(
1

λ5

)
, (1.91)

donde Cabcd es el tensor de Weyl y usamos la notación de ı́ndices abstractos. Por otra parte, en

la clasificación de Petrov, C
(1)
abcd es tipo N, C

(2)
abcd es tipo III, C

(3)
abcd es tipo II y C

(4)
abcd es tipo I. Se

puede revisar más del tema en [18].

Como se ha visto, en este caṕıtulo se han revisado elementos importante de la Relatividad

General como lo son el tensor de Riemann, el tensor de Ricci, el escalar de curvatura, las identidades

de Bianchi y de Ricci. Además se revisaron dos formalismos importantes para el análisis y estudio

de la Relatividad General.



Caṕıtulo 2

Perturbaciones gravitacionales y

electromagnéticas en el formalismo

de Newman-Penrose

En este caṕıtulo se derivan las expresiones para las perturbaciones completas de las solu-

ciones de las ecuaciones de Einstein con fuentes, de tal forma que se obtiene la ecuación de Teukolsky

incluyendo fuentes.

2.1. Ecuación de Teukolsky con fuentes en el formalismo de

Newman-Penrose

En esta sección, usaremos las ecuaciones perturbadas de Einstein para obtener la ecuación

de Teukolsky con fuentes [16],[17] que nos permite analizar objetos astrof́ısicos. En el caso de vaćıo,

regresamos a los resultados clásicos de la ecuación de Teukolsky sin fuentes.

En el formalismo Newman-Penrose existen seis ecuaciones - cuatro identidades de Bianchi y dos

identidades de Ricci - las cuales son lineales y homogéneas en las cantidades, las cuales se cancelan

ident́ıcamente en el fondo, (ver caṕıtulo 1 de [15], ecuaciones 321 (d), (h)), donde las identidades

de Bianchi R42[21|4] y R42[43|2] ya mencionadas en (1.67) y (1.68) son

(D + η12(4ε− ρ))Ψ4 − (δ + 2η12(2π + α)Ψ3 + (3 η12 Ψ2 + 2Φ11) λ

= η12(δ̄ + 2η12(α− τ̄))Φ21 − η12 (∆ + η12(µ̄+ 2γ − 2γ̄))Φ20 + 2νΦ10 + σ̄Φ22, (2.1)

23
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−(δ + η12(4β − τ))Ψ4 + (∆ + 2η12(γ + 2µ))Ψ3 − (3 η12 Ψ2 − 2Φ11) ν

= −η12 (δ̄ + η12(−τ̄ + 2α+ 2β̄))Φ22 + η12 (∆ + 2η12(µ̄+ γ))Φ21 − ν̄Φ20 + 2λΦ12, (2.2)

considerando la identidad de Riemann R2442, llegamos a Ψ4 a partir de la ecuación 310(j) de [15]:

Ψ4 + (∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))λ− (δ + η12(3α+ β + π − τ))ν = 0. (2.3)

Las ecuaciones están linealizadas en el sentido que los escalares de Weyl Ψ0, Ψ1, Ψ3, Ψ4 y los

coeficientes spin κ, σ, λ, ρ, ν, ε, β, γ, µ, α, τ , π y ν como perturbaciones, son tomadas a primer

orden solamente. Vamos a llegar a las ecuaciones que involucran Ψ4 debido a que es una medida

invariante en la teoŕıa de perturbaciones lineales. Estos componentes son los más significativos en

radiación gravitacional la cual representa ondas salientes [16],[17]. Perturbando las ecuaciones de

fondo, a partir de las ecuaciones (2.1) y (2.2), tenemos

(D + η12(4ε− ρ))Ψ
(1)
4 − (δ + 2η12(2π + α))Ψ

(1)
3 + (D + η12(4ε− ρ))(1)Ψ4

−(δ + 2η12(2π + α))(1)Ψ3 + (3η12Ψ2 + 2Φ11)λ(1) + (3η12Ψ2 + 2Φ11)
(1)
λ

= η12(δ + 2η12(α− τ))Φ
(1)
21 + η12(δ + 2η12(α− τ))(1)Φ21 − η12 (∆ + η12(µ+ 2γ − 2γ)) Φ

(1)
20

−η12 (∆ + η12(µ+ 2γ − 2γ))
(1)

Φ20 + 2νΦ
(1)
10 + 2ν(1)Φ10 + σ(1)Φ22 + σΦ

(1)
22 , (2.4)

−(δ + η12(4β − τ))Ψ
(1)
4 + (∆ + 2η12(γ + 2µ))Ψ

(1)
3 − (δ + η12(4β − τ))(1)Ψ4

+(∆ + 2η12(γ + 2µ))(1)Ψ3 − (3η12Ψ2 − 2Φ11) ν(1) − (3η12Ψ2 − 2Φ11)
(1)
ν

= −η12(δ + η12(−τ + 2α+ 2β))(1)Φ22 − η12(δ + η12(−τ + 2α+ 2β))Φ
(1)
22

+η12(∆ + 2η12(µ+ γ))Φ
(1)
21 + η12(∆ + 2η12(µ+ γ))(1)Φ21 + 2λΦ

(1)
12 +

2λ(1)Φ12 − νΦ
(1)
20 − ν(1)Φ20. (2.5)

La perturbación de la identidad de Riemann (2.3) está expresada por,

Ψ
(1)
4 + (∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))(1)λ− (δ + η12(3α+ β + π − τ))(1)ν

+(∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))λ(1) − (δ + η12(3α+ β + π − τ))ν(1) = 0, (2.6)

multiplicando la ecuación (2.6) por Ψ2 y factorizando términos obtenemos

Ψ
(1)
4 Ψ2 + [(∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))λ(1)]Ψ2 − [(δ + η12(3α+ β + π − τ))ν(1)]Ψ2

+(∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))(1)(λΨ2) + λ(1)(∆Ψ2)− (δ + η12(3α+ β + π − τ))(1)(νΨ2)

−ν(1)(δΨ2) = 0, (2.7)

donde tuvimos que utilizar las siguientes identidades de Bianchi y Ricci R42[13|2] y R42[13|4]

∆Ψ2 + 3η12µΨ2 = (δ + 2η12(β − τ))Ψ3 + 2η12νΨ1 + η12σΨ4 + η12[−(D − η12(ρ− 2ε− 2ε))Φ22

+(δ + 2η12(π + β))Φ21 − 2η12µΦ11 − η12λΦ20 + 2η12πΦ12 + 2∆Λ], (2.8)
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δΨ2 + 3η12πΨ2 = (D + 2η12(ε− ρ))Ψ3 + 2η12λΨ1 + η12κΨ4 + η12[−(D − 2η12(ρ− ε))Φ21

+(δ + η12(π − 2(α− β)))Φ20 − 2η12µΦ10 + 2η12πΦ11 − η12κΦ22 + 2δΛ], (2.9)

con el fin de encontrar la ecuación de Teukolsky con fuentes, usamos (2.8) y (2.9) dentro de (2.7)

para obtener

(∆ + η12(µ+ µ+ 3γ − γ))(1)(λΨ2)− (δ + η12(3α+ β + π − τ))(1)(νΨ2)

+Ψ2[(∆ + η12(4µ+ µ+ 3γ − γ))λ(1) − (δ + η12(3α+ β + 4π − τ))ν(1)] + Ψ
(1)
4 Ψ2 =

−λ(1){(δ + 2η12(β − τ))Ψ3 + 2η12νΨ1 + η12σΨ4 + η12[−(D − η12(ρ− 2ε− 2ε))Φ22

+(δ + 2η12(π + β))Φ21 − 2η12µΦ11 − η12λΦ20 + 2η12πΦ12 + 2∆Λ]}

+ν(1){(D + 2η12(ε− ρ))Ψ3 + 2η12λΨ1 + η12κΨ4 + η12[−(D − 2η12(ρ− ε))Φ21

+(δ + η12(π − 2(α− β)))Φ20 − 2η12µΦ10 + 2η12πΦ11 − η12κΦ22 + 2δΛ]}. (2.10)

Usando la ecuación (2.10) simplificaremos algunos términos en nuestra ecuación general, sin embar-

go, llegamos a una expresión más complicada que Teukolsky dado que tenemos términos de Ricci.

Finalmente, las siguientes identidades de Ricci son útiles para eliminar coeficientes perturbados,

para este caso partimos de la ecuación (1.69) la cual explićıtamente nos proporciona dos ecuaciones

reales

R11|2 +R34|1 −R13|4 −R14|3 = 0,

R22|1 +R34|2 −R23|4 −R24|3 = 0, (2.11)

y la única ecuación compleja

R33|4 +R12|3 −R31|2 −R32|1 = 0.

En el formalismo de tétradas

(δ + η12 (π − 2α− 2τ))Φ01 + (δ + η12 (π − 2α− 2τ))Φ10

−(∆ + η12 (µ+ µ− 2(γ + γ)))Φ00 −D(Φ11 − 2η12(ρ+ ρ)Φ11 + 3Λ)

−η12 (κΦ12 + κΦ21 − σΦ02 − σΦ20) = 0, (2.12)

(δ − η12 (τ − 2β − 2π))Φ12 + (δ − η12 (τ − 2β − 2π))Φ21

−(D + η12 (ρ+ ρ− 2(ε+ ε)))Φ22 −∆(Φ11 + 2η12(µ+ µ)Φ11 + 3Λ)

+η12

(
νΦ01 + νΦ10 − λΦ02 − λΦ20

)
= 0, (2.13)

(D − η12 (2ρ+ ρ− 2ε))Φ12 + (∆ + η12 (µ+ 2µ− 2γ))Φ01

−(δ − η12 (τ − π + 2α− 2β)))Φ02 + η12

(
κΦ22 − νΦ00 − σΦ21 + λΦ10

)
−δ(Φ11 + 2η12 (π − τ) Φ11 − 3Λ) = 0. (2.14)
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2.2. Ecuación de la radiación gravitacional

En esta sección, obtendremos la ecuación general de Teukolsky con fuentes ecuación re-

sultantes de la sección anterior. Si operamos Ψ
(1)
4 , usando (δ+η12(β+3α+4π−τ)) y (∆+η12(3γ−

γ + 4µ + µ)) en (2.4) y (2.5) respectivamente, obtenemos la ecuación de Teukolsky con fuentes

para Ψ
(1)
4 usando la relación (2.10). Además, necesitamos eliminar la componente Ψ

(1)
3 , usando la

relación de conmutación

[δ,∆] = δ∆−∆δ = −νD + (τ − α− β)∆ + (µ− γ + γ)δ + λδ, (2.15)

y de las relaciones de Riemann R2421, R2443 y 1
2 (R1242 −R3442), obtenemos la siguiente relación

[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))(δ + 2η12(2π + α))

−(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(∆ + 2η12(2µ+ γ))]ϕ =

−[4(δ + η12(−α+ π +
5

2
β +

1

2
τ))λ− 4(D + η12(

7

2
ε+ ε+

3

2
ρ− ρ))ν + 10Ψ3]ϕ,

(2.16)

para eliminar Ψ
(1)
3 componente Perturbado.

Finalmente, obtenemos

[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))(D − η12(ρ− 4ε))

−(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(δ + η12(4β − τ))− 3η12Ψ2]Ψ
(1)
4

= T4 + T4a, (2.17)

donde T4 y T4a son los términos fuentes. La ecuación (2.16) está linealizada en el sentido que

los escalares de Weyl Ψ0, Ψ1, Ψ3, Ψ4 y sus coefiecientes spin κ, σ, λ, ρ, ν, ε, β, γ, µ, α, τ , π

como perturbaciones, son tomados de primer orden solamente. Deberiamos llegar a ecuaciones

que involucren Ψ4 ya que ella es una medida invariante en la teoŕıa de perturbación lineal. Este

componente es el más significante en radiación gravitacional la cual representa ondas salientes [16].

La ecuación (2.17) puedes ser representada por una ecuación tipo onda [27]-[30]

s� s ψ = sT , (2.18)

donde s representa el coeficiente spin el cual puede ser s = 0, 1, 2, 1
2 ,

3
2 para campos escalares, elec-

tromagnéticos, gravitacionales, de neutrino y de Weyl 2 ψ = Ψ0
(1) y −2 ψ = ρ−4

s Ψ4
(1) representa

ondas gravitacionales entrantes y salientes respectivamente.

Usando la expresión de Ricci en términos de las proyecciones de las fuentes, el término T4 está com-

puesto de operadores actuando sobre las proyecciones del tensor enerǵıa-momento Tµν que desen-

cadena la respuesta gravitacional a lo largo de la tétrada,

T4 = T̂ nn T (1)
nn + T̂ nm T (1)

nm + T̂ mm T
(1)
mm + T̂ l n T (1)

l n + T̂ lm T (1)
lm + T̂ nm T (1)

nm + T̂ mm T
(1)
mm (2.19)
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Los operadores T̂ ab tienen la forma expĺıcita

T̂ nn = η12
K

2
[(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(δ + η12(−τ + 2α+ 2β))

− (∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))σ],

T̂ nm = η12
K

2
[(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(∆ + 2η12(µ+ γ))

+ (∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))(δ + 2η12(α− τ))],

T̂ mm = η12
K

2
[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))(∆ + η12(µ+ 2γ − 2γ))

+ (δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))ν],

T̂ l n = T̂ mm =
K

2
[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))λ− (δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))ν],

T̂ lm = K[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ)) ν],

T̂ nm = K[(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))λ], (2.20)

donde T
(1)
nn = T

(1)
µν nµnν , T

(1)
nm = T

(1)
µν nµm

ν , Tmm = T
(1)
µν m

µmν , T
(1)
ln = T

(1)
µν lµnν , T

(1)
lm = T

(1)
µν lµm

ν ,

Tnm = T
(1)
µν nµm

ν , Tmm = T
(1)
µν mµmν donde T

(1)
µν puede ser un campo escalar, gravitacional, elec-

tromagnético y de neutrino como perturbación.

Retomando los términos fuentes de la ecuación (2.17) estos están definidos de la siguiente forma

T4 = η12
K

2
{[(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(∆ + 2η12(µ+ γ))

+ (∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))(δ + 2η12(α− τ))]T
(1)
nm

−
[
(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))(δ + η12(−τ + 2α+ 2β))− (∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))σ

]
T (1)
nn

−
[
(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ)) (∆ + η12(µ+ 2γ − 2γ)) + (δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))ν

]
T

(1)
mm

− η12[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ))λ− (δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))ν](T
(1)
ln + T

(1)
mm)

+ 2η12[(∆ + η12(3γ − γ + 4µ+ µ)) ν]T
(1)
lm + [(δ + η12(β + 3α+ 4π − τ))λ]T (1)

nm}, (2.21)



28 Perturbaciones

y

T4a = 2η12(λ+ ν)Ψ1

− 3η12[∆ + η12(µ+ µ̄+ 3γ − γ̄)(1)(λΨ2)− (δ̄ + η12(3α+ β̄ + π + τ̄))(1)(νΨ2)]

− [T̂1(δ + η12(4π + 2α))(1) − T̂2(∆ + η12(2γ + 4µ))(1) − 3η12T̂3 + 3η12T̂4]Ψ3

+ [T̂1(D + η12(4ε− ρ))(1) − T̂2(δ + η12(4β − τ))(1) + 3(κ− σ)]Ψ4

− 3η12[T̂1λ− T̂2ν]Ψ
(1)
2 − 4η12[T̂5λ− T̂6ν + 10Ψ3]Ψ

(1)
3

− η12T̂2[η12ν̄
(1)Φ20 + (δ̄ + η12(−τ̄ + 2α+ 2β̄))(1)Φ22 − (∆ + 2η12(µ̄+ γ))(1)Φ21]

+ η12T̂1[η12σ̄
(1)Φ22 + (δ̄ + 2η12(α− τ̄))(1)Φ21 − (∆ + η12(µ̄+ 2γ − 2γ̄)(1))Φ20]

+ 3ν(1){−T̂7Φ21 + T̂8Φ20 − η12κ̄Φ22 − 2η12µΦ10 + 2δ̄Λ + η122πΦ11 +
2

3
T̂1Φ10 −

2

3
T̂2Φ11)}

− 3λ(1){−T̂9Φ22 + T̂10Φ21 − η12λ̄Φ20 + 2η12πΦ12 + 2∆Λ− η122µΦ11 −
2

3
T̂1Φ12 −

2

3
T̂2Φ11}

+ 2{[−δ̄ν(1) + ∆λ(1)]Φ11 + (∆ν(1))Φ10 + (δ̄λ(1))Φ12}

(2.22)

donde

T̂1 = [∆ + η12(3γ − γ̄ + 4µ+ µ̄)],

T̂2 = [δ̄ + η12(β̄ + 3α+ 4π − τ̄)],

T̂3 = [D + 2η12(ε− ρ)],

T̂4 = [δ + 2η12(β − τ)],

T̂5 = [δ + η12(−α+ π̄ +
5

2
β +

1

2
τ)],

T̂6 = [D + η12(ε̄+
5

2
ε+

1

2
ρ− ρ̄)],

T̂7 = [D − 2η12(ρ̄− ε)],

T̂8 = [δ + η12(π̄ − 2(ᾱ− β))],

T̂9 = [D − η12(ρ̄− 2(ε− ε̄))],

T̂10 = [δ + 2η12(π̄ + β)],

además, sabemos que (2.21) y (2.22) representan los términos fuente cuando los operadores dife-

renciales perturbados, los coeficientes spin perturbados y los componentes de Ricci de fondo no se

cancelan.
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2.3. Ecuación de la radiación electromagnética

Muchos problemas reales que involucran interacciones cerca de hoyos negros sin carga,

pueden ser tratados en la aproximación del çampo de prueba”. Debido a que la amplitud de enerǵıa-

momento es de segundo orden en el campo electromagnético, la carga en la geometŕıa de fondo

causada es también de segundo orden. Aśı en las ecuaciones de Maxwell esta carga en la geometŕıa

puede ser olvidada a primer orden. Aqúı trataremos el procedimiento abordado por Teukolsky en

[17]. La derivación en esta sección aplica a cualquier métrica vaćıa Tipo D. Elegimos los vectores l

y n de la tétrada no perturbada a lo largo de las direcciones principales nulas repetidas del tensor

de Weyl. Entonces

Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0,

κ = σ = ν = λ = 0. (2.23)

Cuando las expresiones (2.23) son satisfechas las ecuaciones de Maxwell son:

(D − 2ρ)φ1 − (δ̄ + π − 2α)φ0 = 2πJl, (2.24)

(δ − 2τ)φ1 − (∆ + µ− 2γ)φ0 = 2πJm, (2.25)

(D − ρ+ 2ε)φ2 − (δ̄ + 2π)φ1 = 2πJm̄, (2.26)

(δ − τ + 2β)φ2 − (∆ + 2µ)φ1 = 2πJn, (2.27)

donde los φ′s son los campos de prueba de primer orden y Jl = Jµl
µ, etc., siendo Jµ la densidad

4-actual.

Operando (2.24) con (δ − β − ᾱ− 2τ + π̄) tendremos

(δ − β − ᾱ− 2τ + π̄)(D − 2ρ)φ1 − (δ − β − ᾱ− 2τ + π̄)(δ̄ + π − 2α)φ0

= 2π(δ − β − ᾱ− 2τ + π̄)Jl, (2.28)

y operando sobre la ecuación (2.25) con (D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄) tenemos

(D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄)φ1 − (D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄)(∆− µ− 2γ)φ0

= 2π(D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄)Jm, (2.29)

y sustrayendo una ecuación de la otra. La identidad (2.11) de [17] con p = 0 y q = −2 demuestran

que los términos en φ1 desaparecen, dejando desacoplados los términos para φ0. Tendremos aśı

[(D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄)(∆− µ− 2γ)− (δ − β − ᾱ− 2τ + π̄)(δ̄ + π − 2α)]φ0 = 2πJ0, (2.30)

donde

J0 = 2π[(δ − β − ᾱ− 2τ + π̄)Jl − (D − ε− ε̄− 2ρ− ρ̄)Jm]. (2.31)
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Por intercambiar l y n por m y m̄, ahora obtendremos la ecuación para φ2 de una manera análoga.

Aqúı, operando (2.26) con (∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄) tendremos

(∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄)(D − ρ+ 2ε)φ2 − (∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄)(δ̄ − 2π)φ1

= 2π(∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄)Jµ̄, (2.32)

y operando sobre la ecuación (2.27) con (δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄), tenemos

(δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄)(δ − τ + 2β)φ2 − (δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄)(∆− 2µ)φ1

= 2π(δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄)Jn, (2.33)

y sustrayendo una ecuación de la otra. La identidad (2.11) de [17] con p = 0 y q = −2 demuestra

que los términos en φ1 desaparecen, dejando desacoplados los términos para φ2. Tendremos aśı

[(∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄)(D − ρ− 2ε)− (δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄)(δ − τ + 2β)]φ2 = 2πJ2, (2.34)

donde

J2 = 2π[(∆ + γ − γ̄ + 2µ+ µ̄)Jm̄ − (δ̄ + α+ β̄ + 2π − τ̄)Jn]. (2.35)

Ahora tenemos las componentes básicas para analizar nuestro modelo f́ısico.



Caṕıtulo 3

Análisis comparativo de una señal

gravitacional a partir de su

compañera electromagnética

En el presente caṕıtulo estudiaremos la generación de radiación electromagnética y gravi-

tatacional en las proximidades de un agujero negro de Schwarzchild perturbado. Las perturbaciones

gravitacionales y el campo electromagnético son estudiados al resolver la ecuación general de Teu-

kolsky con fuentes, la cual se considera localmente cargada, debido a materia que cae radialmente

hacia el agujero. Los resultados muestran que, además de la onda gravitatoria generada cuando la

materia cae hacia el agujero negro, existe una explosión de radiación electromagnética. Este campo

electromagnético tiene un conjunto caracteŕıstico de frecuencias cuasinormales, y la radiación gra-

vitacional tiene las frecuencias cuasinomales de un agujero negro de Schwarzchild. Este contexto

nos permite hacer una comparación entre las señales gravitacionales y electromagnéticas que son

generadas por una fuente común.

3.1. Fundamentos: Formalismo Newman-Penrose

En su trabajo [17] Teukolsky utilizó la formulación espinorial de Newman-Penrose [24],[25],

para encontrar una ecuación que pudiera describir campos de neutrinos, electromagnéticos y esca-

lares, aśı como perturbaciones gravitacionales en un fondo de Kerr. En este escenario Teukolsky

logró escribir la ecuación general para todos estos campos y además estudió algunas de sus pro-

piedades, temas relacionados con el contenido del Caṕıtulo 2. Una de las principales ideas de tal

formulación consiste en elegir una base nula de vectores, tal base permite definir operadores di-

31
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reccionales, como proyecciones de derivadas parciales a lo largo de cada elemento en la base, y las

derivadas covariantes de tales vectores nulos proyectadas sobre ellas mismas lo que se ha mencio-

nado ya en el Capitulo 1. Podemos encontrar una completa información sobre este tema en [15] y

[34].

La ecuación general de Teukolsky incluye las fuentes que desencadenan la respuesta de perturba-

ción; incluso el caso sin fuentes es interesante en toda la teoria de perturbaciones. En realidad,

el caso sin fuentes es el caso estudiado con mayor frecuencia, el tiempo que describen las últimas

etapas de una colisión de un agujero negro binario, una vez que se ha formado un único agujero

negro perturbado.

3.2. Señales gravitacionales

3.2.1. Perturbaciones gravitacionales

Las ecuaciones de Einstein en el formalismo Newman Penrose, en donde las cantidades

fundamentales son coeficientes de curvatura en vez de coeficientes métricos, consisten en 5 ecuacio-

nes para los escalares de Weyl Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4, los cuales estan definidos como se expresaron en

(1.62). Los escalares de Weyl que reflejan las ondas entrantes y salientes son Ψ0,Ψ4 respectivamen-

te, y ellas son las ondas gravitacionales transversales. Debido a que nuestro interés es la radiación,

entonces estariamos interesados sólo en las ondas salientes y la cantidad en la que estaŕıamos

interesados está expresada de la siguiente forma

Ψ4 ≡ −Cµνλτ nµmν nλmτ , (3.1)

donde Cµνλτ es el tensor de Weyl y kµ, mν son los dos vectores nulos, el primero a lo largo del cono

nulo, y apuntando hacia adentro, y el segundo acostado en el plano perpendicular al cono de luz.

En este espacio como ya se menciono sólo nos interesa en el escalar Ψ4 que describe la radiación

que mide un observador muy alejado de la fuente.

Estudiando perturbaciones de las ecuaciones de Einstein [17] Teukolsky obtuvo una ecuación des-

acoplada para la perturbación de Ψ4 en términos del los coeficientes spin válidos en cualquier

métrica tipo D en la clasificación de Petrov, tal ecuación para la perturbación Ψ
(1)
4 esta dada por

[(∆− 4µ− µ− 3 γ + γ) (D + ρ− 4 ε)

−(δ − (3α+ β + 4π − τ)) (δ − 4β + τ) + 3Ψ2] Ψ4
(1) = −4π T4, (3.2)

donde ∆,D y δ son los operadores derivados proyectados a lo largo de las direciones nulas de los com-

ponentes de las tétradas, y el elemento con barra su complejo conjugado, y Ψ2 ≡ −Cµνλτ lµmνmλ nτ

es ul único componente no cero de la métrica de fondo, esta ecuación (3.2) esta relacionada con
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la ecuación (2.17) considerando η12 = −1. El término fuente es T4, esta compuesto de operado-

res actuando sobre las proyecciones del tensor energia-momento perturbado Tµν , a lo largo de la

tétrada:

T4 = T̂ k k Tk k + T̂ km Tkm + T̂ mm Tmm, (3.3)

El operador T̂ ab tiene la forma expĺıcita

T̂ k k =
(
−δ + 3α+ β + 4π − τ

) (
δ −

(
2α+ 2β − τ

))
,

T̂ km = (∆− (4µ+ µ+ 3 γ − γ))
(
δ − 2 (α− τ)

)
+(

δ −
(
3α+ β + 4π − τ

))
(∆− 2 (µ+ γ)) ,

T̂ mm = − (∆− (4µ+ µ+ 3 γ − γ)) (∆− (µ+ 2 γ − 2 γ)) . (3.4)

y el tensor enerǵıa-momento perturbado es la prueba de considerar la materia para desencadenar

la respuesta del campo gravitatorio, T (1)
µ ν , proyectado sobre la tétrada.

La idea central en la teoŕıa de perturbaciones es considerar que todos los escalares se sustituyen por

Ψs → Ψs+εψ(1) donde Ψs son los escalares solución a las ecuaciones de Einstein, ψ(1) es la cantidad

que se quiere conocer y ε es una cantidad pequeña |ε << 1|. Escribiendo las ecuaciones de Einstein

con las cantidades perturbadas, se encuentra que la ecuación que satisfacen las perturbaciones son

ecuaciones tipo onda no homogéneas; con segundas derivadas con respecto al tiempo y segundas

derivadas con respecto al espacio. La no-homogeneidad, viene dada por las fuentes de la perturbación

que esta codificada en términos del tensor de enerǵıa momento de la materia Tµν y sus proyecciones

a lo largo de la tétrada.

3.2.2. Perturbaciones gravitacionales en fondo de Schwarzchild

Escribimos ahora la ecuación de la perturbación gravitacional con un fondo dado por un

agujero negro estático. Consideramos la métrica de Schwarzchild en coordenadas de Kerr-Schild,

con el fin de evitar las singularidades geométricas y debido a que estas coordenadas son útiles para

imponer condiciones de frontera. La métrica toma la forma

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1 +

2M

r

)
dr2 +

4M

r
drdt+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (3.5)

y la tétrada sobre la que trabajaremos se define como

lµ =

(
1

2
+
M

r
,

1

2
− M

r
, 0, 0

)
, nµ = (1,−1, 0, 0) , mµ =

1

r
√

2
(0, 0, 1, i csc θ) , (3.6)

donde lµ y kµ son vectores nulos a los largo del cono de luz, el primero directamente hacia afuera y

el segundo hacia adentro; mµ es otro vector nulo, este sobre el plano perpendicular al cono de luz,

también como sus complejos conjugados. Estos vectores están normalizados: lµ nµ = −mµmµ = −1.
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Las derivadas direccionales son simples D = lµ ∂µ,∆ = nµ ∂µ y δ = mµ ∂µ. Los coeficientes sṕın

diferentes de cero para la métrica son:

µ =
1

r
, ρ =

r − 2M

2 r2
, ε = − M

2 r2
, α =

cot θ

2
√

2 r
, β = −α, (3.7)

y el único componente de Weyl que no se anula es Ψ2 = M
r3 .

La sustitución de la derivada direccional y los coeficientes sṕın (3.7) en la ecuación (3.2) lleva a la

ecuación diferencial [
�Ψ
tr +

1

r2
�θ ϕ

]
rΨ

(1)
4 = 16π r T4 , (3.8)

donde el operador radial-temporal es

�Ψ
tr = −

(
1 +

2M

r

)
∂2

∂t2
+

(
1− 2M

r

)
∂2

∂r2
+

4M

r

∂2

∂t∂r
+ 2

(
2

r
+
M

r2

)
∂

∂t

+ 2

(
2

r
− M

r2

)
∂

∂r
+ 2

M

r3
, (3.9)

y la parte angular

�θϕ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ cot θ

∂

∂θ
− 4 i

cos θ

sin2 θ

∂

∂ϕ
− 2

1 + cos2 θ

sin2 θ
. (3.10)

Siguiendo [34], asumimos que Ψ
(1)
4 puede ser escrita en términos de armónicos esféricos de peso de

sṕın s = −2

Ψ
(1)
4 =

∑
`m

RG`,m(t, r)

r
Y−2

`,m(θ, φ) , (3.11)

donde ` = 0, 1, 2.. y −m < ` < m. Esto puede ser visto en [15] y [35], que Y−2
`,m son eigenfunciones

del operador angular (3.10)

�θϕ Y−2
`,m = − (`− 1) (`+ 2) Y−2

`,m . (3.12)

Después reemplazando el operador angular en (3.8) por su eigenvalores, multiplicando por el com-

plejo conjugado Y −2
`,m

e integrando sobre la ecuación (3.8), nos lleva a una ecuación diferencial

ordinaria de cada función radial

−
(

1 +
2M

r

)
∂2RG`,m
∂t2

+

(
1− 2M

r

)
∂2RG`,m
∂r2

+
4M

r

∂2RG`,m
∂t∂r

+ 2

(
2

r
+
M

r2

)
∂RG`,m
∂t

+2

(
2

r
− M

r2

)
∂RG`,m
∂r

+

(
2
M

r3
− (`− 1) (`+ 2)

r2

)
RG`,m = 16π r T`,m, (3.13)

donde el término fuente es T`,m =
∫
T4 Y −2

`,m
sin θ dθ dϕ.

Con el fin de obtener una solución numérica de esta ecuación de segundo orden, la transformanos

en un sistema de primer orden siguiendo el proceso del problema de valor inicial en [36] que consiste

en definir un conjunto de variables auxiliares de primer orden de la forma

ψG` = ∂r R
G
` , πG` =

(
1 +

2M

r

)
∂tR

G
` −

2M

r
ψG` , (3.14)
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para obtener el sistema de ecuaciones de primer orden

∂tR
G
` =

1

r + 2M

(
r πG` + 2M ψG`

)
, (3.15)

∂t ψ
G
` = ∂r

(
1

r + 2M

(
r πG` + 2M ψG`

))
(3.16)

=
1

r + 2M

(
r ∂r π

G
` + 2M ∂r ψ

G
`

)
+

2M

(r + 2M)2

(
πG` − ψG`

)
,

∂t π
G
`,m =

1

r + 2M

(
2M ∂r π

G
`,m + r ∂r ψ

G
`,m

)
+

2

r (r + 2M)2

((
2 r2 + 5M r + 4M2

)
πG`,m + (r + 4M) (2 r + 3M)ψG`,m

)
+

(
2
M

r3
− (`− 1) (`+ 2)

r2

)
RG`,m − 16π r T`,m (3.17)

Este sistema de ecuaciones es resuelto numéricamente para obtener π`, ψ` y R`, como respuesta a

T`,m. Posteriormente mostraremos los resultados numéricos.

3.2.3. Fuente de la perturbación gravitacional

Se toma una colección de part́ıculas cargadas que se comporten como polvo para ser la

fuente de la perturbación. Por simplicidad cada una de las part́ıculas tiene la misma masa m y la

carga e. Asumimos también que las part́ıculas no pueden ser creadas o destruidas.

Sea el número de densidad en el resto del marco a ser n (el número de part́ıculas por unidad de

volumen) entonces la densidad de la masa en reposo esta dada por ρ = mn. Asumimos que las

part́ıculas están cargadas y son de la misma especie, con una relación de carga-masa constante a lo

largo del disco de acreción, aśı por la corriente eléctŕıca inducida por el movimiento de las part́ıculas

es

Jµel = qρuµ, (3.18)

donde q es la carga para el radio de masa e/m y uµ es la cuadrivelocidad de las part́ıculas. El tensor

enerǵıa-momento del sistema esta dado por

Tµν = ρuµuν . (3.19)

Asumimos que las part́ıculas están cayendo radialmente, bajo esta condición las cuadrivelocidades

están dadas por uµ = (u0(t, r), u1(t, r), 0, 0). La conservación de la cuarta masa para datos actuales,

las ecuaciones de continuidad se expresan por

Jµ;µ = 0, (3.20)

T νµ;µ = 0. (3.21)
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Por medio de las ecuaciones (3.20) y (3.21) implica en general las ecuaciones de Euler, en el caso

de polvo ello simplemente se reduce al movimiento de las geodésicas uνuµ;ν = 0. Estas ecuaciones

de las geodésicas, por usar las simetrias del espacio tiempo y la normalización sobre la velocidad

uµuµ = −1, puede ser integrada una vez, aśı la cuadrivelocidad puede ser expresada en términos de

las constantes del movimiento y la posición de la part́ıcula. Para el movimiento radial que estamos

considerando, obtenemos las siguientes expresiones para los componentes de la cuadrivelocidad

u1 = ±
√
E2 − 1 + 2

M

r
, u0 =

E r + 2M u1

r − 2M
, (3.22)

lo cual determina los componentes de la velocidad de cada part́ıcula del fluido en una dada posición

y tiempo. En estas últimas ecuaciones E es una constante de movimiento relacionada a la enerǵıa

de cada part́ıcula, y tomamos el signo menos en la ráız cuadrada de u1 indicando que la part́ıcula

esta cayendo hacia adentro del hoyo negro. Subsecuentemente, el problema de hidrodinámica se

reduce a la ecuación de continuidad (3.20) lo cual proporciona una ecuación de evolución para la

densidad, esto es:

∂t(
√
−gρu0) + ∂r(

√
−gρu1) = 0, (3.23)

donde
√
−g es el determinante de la métrica cuadridimensional.

Estudiemos ahora más a detalle los términos fuentes que aparecen en la ecuación de perturbación.

Dentro de la forma simple de la cuadrivelocidad, sólo las proyecciones del tensor enerǵıa-momento

a lo largo del cono de luz en las n-direcciones no se cancelará, esto es

Tnm = Tmm = 0, Tnn = (nµuµ)2ρ = (u0 + u1)2ρ. (3.24)

En este caso simplificado, los términos fuentes de la ecuación de perturbación (3.8) están dados por

T4 = T̂ nnTnn = − (u0 + u1)2

2r2
ð̄−1ð̄0ρ. (3.25)

Esta simple expresión indica que la parte angular puede ser desacoplada en los términos fuente por

descomposición de la densidad en términos de los armónicos esféricos usuales (con peso cero), esto

es

ρ =
∑
lm

ρl,m(t, r)Y0
l,m(θ, φ) , (3.26)

la acción para los operadores ð está definida en [30] actuando sobre un armónico de spin cero

disminuye el doble del spin de peso a -2,

ð̄−1ð̄−0Y
l,m
0 = −

√
l(l + 1)ð̄−1Y

l,m
−1 =

√
(l − 1)l(l + 1)(l + 2)Y l,m−2 . (3.27)

Recopilando estos resultados obtenemos que los términos fuente para el polvo como caso tiene la

forma

T4 = T̂ nnTnn = − (u0 + u1)2

2 r2

∑
`,m

ρ`,m(t, r)
√

(`− 1) ` (`+ 1) (`+ 2)Y−2
`,m, (3.28)
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y consecuentemente, después de una integración sobre el ángulo sólido y tomando en cuenta la

ortogonalidad del armónico esférico

T`,m = − (u0 + u1)2

2 r2
ρ`,m(t, r)

√
(`− 1) ` (`+ 1) (`+ 2) . (3.29)

Cualquier distribución de materia inicial arbitraria puede ser expandida en términos de esféricos

armónicos, aunque de acuerdo con (3.29) el modo monopolo no genera ninguna reacción gravi-

tacional, los modos de dipolos no generan respuesta gravitacional, y sólo el modo cuadripolar y

superiores generan respuesta gravitacionlal.

Es posible transformar la ecuación (3.23) en un conjunto de ecuaciones para cada modo

∂t ρl,m + vr ∂r ρl,m + 2
E2 − 1 + 3M

2 r

r
(
E2 − 1 + 2M

r

) vr ρl,m = 0 , (3.30)

donde la 3 velocidad es vr = u1/u0. Notar que la configuración (3.26) no es necesariamente esféri-

camente simétrica.

3.2.4. Teorema de Peeling para ondas gravitacionales

Considerando el teorema de Peeling (1.91) para ondas gravitacionales, los comportamien-

tos asintóticos para las componentes Ψ
(1)
0 y Ψ

(1)
4 están representados por

Ψ4 ∼
e−iσr

r
, Ψ

(1)
0 ∼ e−iσr

r5
ondas salientes,

Ψ0 ∼
e−iσr

r
, Ψ

(1)
4 ∼ e−iσr

r5
ondas entrantes (3.31)

si identificamos Ψ4 como una de las componentes de las ondas salientes de los campos, debido a que

las ondas salientes decaen como
1

r
, entonces, las restantes componentes decaen más rápidamente.

De manera análoga se identifica como componentes entrantes de los campos a Ψ0.

3.3. Señal electromagnética

3.3.1. Ecuaciones de Maxwell

Retomando el campo electromagnético en el Formalismo de Newman-Penrose como se

expresaban en (1.79) uno define tres cantidades complejas como proyecciones del tensor de Faraday

Fµν :

φ0 ≡ Fµν lµmν , φ1 ≡
1

2
Fµν(lµnν +mµmν) , φ2 ≡ Fµνmµnν , (3.32)

lµ es el otro vector nulo a lo largo del cono de luz, este esta apuntando hacia adentro y mµ es el vector

complejo en el plano ortogonal al cono de luz; φ0 y φ2 representan los componentes electromagnéticos

entrantes y salientes del cono de luz. De este modo φ2 es la compañera electromagnética de la
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radiación gravitacional saliente. Es importante notar que en este caso el campo ya es considerado

como una perturbación de fondo.

Proyectando las ecuaciones de Maxwell Fµν ;ν = 4π Jµ dentro de una tétrada nula se pueden

obtener un conjunto de ecuaciones para los escalares φ’s. Ademas, siguiendo el trabajo de Teukolsky

[17] las ecuaciones para φ2 pueden ser desacopladas, y finalmente de la misma forma como se

realizó en la Sección 2.3 pueden ser llevadas a una ecuación para la componente saliente del campo

electromagnético en un espacio tipo D:

[(−∆ + 2µ+ µ+ γ − γ)(−D− ρ+ 2 ε)

−(− δ + α+ β + 2π − τ)(− δ + 2β − τ)]φ2 = 4π J2, (3.33)

donde el término fuente J2 es expresado como un operador actuando en la proyección del vector

actual a lo largo de la tétrada nula

J2 = (−∆ + 2µ+ µ+ γ − γ) Jm −
(
−δ + α+ β + 2π − τ

)
Jk. (3.34)

Donde Jk, Jm son las proyecciones del vector actual Jµ, sobre el respectivo vector nulo. En esta

forma, tenemos dos ecuaciones describiendo las radiaciones salientes gravitacioal (3.2) y electro-

magnética (3.33), para una fuente dada descrita por T (1)
µ ν para perturbación gravitacional y por

Jµ para la respuesta electromagnética.

3.3.2. Ecuaciones de Maxwell en fondo de Schwarzchild

De forma similar, escribimos las ecuación de Maxwell con un fondo dado por un agujero

negro estático. Consideramos la métrica de Schwarzchild en coordenadas de Kerr-Schild, con el fin

de evitar las singularidades en el horizonte. Se partirá nuevamente de las ecuaciones (3.5),(3.6) y

(3.7).

Sustituyendo las derivadas direccionales y los coeficientes sṕın (3.7) en la ecuación (3.3) para φ2,

debido a que sólo estamos interesados en el comportamiento de las ondas salientes, tenemos[
�φtr +

1

r2
�−1
θ ϕ

]
rφ2 = −8πrJ2, (3.35)

donde

�φtr = −
(

1 +
2M

r

)
∂2

∂t2
+

(
1− 2M

r

)
∂2

∂r2
+

4M

r

∂2

∂t∂r
+

2

r

∂

∂t
+

2

r

∂

∂r
, (3.36)

�−1
θϕ =

∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ cot θ

∂

∂θ
− 2 i

cos θ

sin2 θ

∂

∂ϕ
− 1

sin2 θ
. (3.37)

Como fue hecho para la perturbación gravitacional, expandimos φ2 en armónicos esféricos pero

para este caso usamos un sṕın de peso s = −1. La elección de pesos de sṕın no es arbitraria, de
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hecho, esta dada por el sṕın del campo considerado en [25],[35].

φ2 =
∑
`

RE`,m(t, r)

r
Y `,m−1 (θ, ϕ) . (3.38)

Después de reemplazar esta expresión en (3.35) obtenemos una ecuación para cada modo

−
(

1 +
2M

r

)
∂2RE`,m(t, r)

∂t2
+

(
1− 2M

r

)
∂2RE`,m(t, r)

∂r2
+

4M

r

∂2RE`,m(t, r)

∂t∂r

+
2

r

∂RE`,m(t, r)

∂t
+

2

r

∂RE`,m(t, r)

∂r
−
(
` (`+ 1)

r2

)
RE`,m(t, r) = −8πrJ`,m, (3.39)

donde los términos fuente están expresados como J`,m =
∫
J2 Y −1

`,m
sin θ dθ dϕ. Además, defini-

mos nuevamente siguiendo [36] las correspondientes variables auxiliares de primer orden como

ψE` = ∂r R
E
` , πE` =

(
1 +

2M

r

)
∂tR

E
` −

2M

r
ψE` , (3.40)

Las ecuaciones para ∂tR
E
` y ∂tψ

E son las mismas ecuaciones que para el caso gravitacional (3.15)

y (3.16), y la ecuación para πE` es

∂tπ
E
` =

1

r + 2M

(
r∂rψ

E
` + 2M∂rπ

E
`

)
+

4M2

r(r + 2M)2
(πE` − ψE` )

+
2

r

[
1

r + 2M
(rπE` + 2MψE` )

]
+

2

r
ψE` −

`(`+ 1)

r2
RE` + 8πrJ`,m . (3.41)

En la siguiente sección describimos una fuente común para la respuesta gravitacional y electro-

magnética: la acreción de materia cargada.

3.3.3. Fuente de la perturbación electromagnética

En una forma similar que para el caso gravitacional, usamos las expresiones para la

densidad y la cuadrivelocidad en el tensor enerǵıa momento, y calculamos las proyecciones necesarias

sobre la tétrada. Nos enfocamos en la fuente para φ2. Dado que la velocidad actual, ecuación (3.18),

y la expansión (3.26) es sólo una proyección que no se cancela a lo largo del vector kµ

J2 =
1

r
√

2
(∂θ − i csc θ∂ϕ)Jk

=
q

r
√

2
(u0 + u1)

∑
`m

ρ`,mð̄0Y
`,m
0 (θ, ϕ)

= − q

r
√

2
(u0 + u1)

√
`(`+ 1)

∑
`,m

ρ`,mY
`,m
−1 (θ, ϕ) , (3.42)

donde hemos usado el hecho del que el operador ð̄, disminuye al paso del sṕın de peso de los

armónicos esféricos de la forma:

ð̄s Ysl,m = −
√

(l + s) (l − s+ 1)Ys−1
`,m . (3.43)
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Entonces, integramos sobre la esfera para obtener

J`,m = − q

r
√

2
(u0 + u1)

√
`(`+ 1) ρ`,m . (3.44)

Cualquier distribución de materia inicial arbitraria puede ser expandida en términos de armónicos

esféricos, aunque de acuerdo con la ecuación (3.44) el modo monopolo no genera ninguna reacción

electromagnética, los modos de dipolos tampoco generan una respuesta electromagnética, y los mo-

dos cuadripolares y mayores si generan respuesta electromagnética. Además, cada modo despierta

sólo el correspondiente modo electromagnético y gravitacional con el mismo número armónico l.

La descomposición (3.29) y (3.44) permiten nuestro estudio con código numérico unidimensional,

para cualquier distribución radial de la materia que cae polvo cargado y su reacción gravitacional

y electromagnética. Observamos también que hay una degenaración con respecto a los modos m.

Esta degeneración viene del hecho de que el fondo es esféricamente simétrico y el movimiento del

fluido esta restringido a ser radial.

3.3.4. Teorema de Peeling para ondas electromagnéticas

Ahora tomando en cuenta el teorema de Peeling para ondas electromagnéticas, los com-

portamientos asintóticos para las componentes φ0 y φ2 están representados por

phi2 ∼
e−iσr

r
, φ0 ∼

e−iσr

r3
ondas salientes,

phi0 ∼
e−iσr

r
, φ2 ∼

e+iσr

r3
ondas entrantes (3.45)

si identificamos φ2 como las ondas salientes de los campos, debido a que las ondas salientes de-

caen como
1

r
, entonces, las restantes componentes decaen más rápidamente. De manera análoga se

identifica como componentes entrantes de los campos a φ0 que decae
1

r
.

3.4. Resultados numéricos

Resolvemos las ecuaciones para la perturbación gravitacional con fuentes más las ecuacio-

nes para un campo electromagnético usando el Método de Ĺıneas (MoL). La descripción detallada

del código esta dada en [30]. Aqúı sólo sintetizamos los aspectos importantes. El código numérico

involucra variables de primer orden un Runge Kutta de tercer orden integrador con un plantilla

espacial de cuarto orden en un dominio r ∈ [rmin, rmax].

Dado que estamos usando coordenadas tipo Kerr-Schild rmin se encuentra en el interior del evento

del horizonte. Tradicionalmente, elegimos rmin = 1,5M y rmax = 2000M . Como siempre, introdu-

cimos una pequeña disipación de sexto orden para lograr deshacerse de los modos de frecuencias

altas. En los ĺımites, impondremos ondas entrantes (como se da en los campos carateŕısticos) a
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cero.

En todas las simulaciones presentadas usamos el datos inicial y un paquete de Gaussianas en la

densidad. Esto representa una cáscara no esférica de part́ıculas que caen al agujero. Resolvemos la

ecuación de la densidad de masa en reposo y checamos para la respuesta gravitacional y electro-

magnética. La forma de onda gravitacional y electromagnética es extráıda en un flujo de radio fijo

r = ro.

Ahora analizaremos el comportamiento de la señal gravitacional y su compañera electromagnética

cuando un grupo de part́ıculas cae dentro del agujero negro. Hemos considerado una cáscara de

materia la cual puede ser escrita como un modo armónico esférico:

ρ(t, r, θ, ϕ) = ρ`,m(t, r)Y `,m0 (θ, ϕ) , ` ≥ 1 . (3.46)

Tomaremos los modos ` = 1, 2 ya que estos modos producen la principal contribución a la radiación

gravitatoria cuadripolar y la radiación electromagnética dipolar que se espera que sean dominantes.

Los modos con ` > 2 serán relevantes para mayores multipolos gravitacionales y electromagnéticos.

Hemos usado un dato inicial con t = 0 una perturbación Gaussiana para la distribución de polvo

centrada en rcg:

ρ`,m(0, r) = ρ0e
−(r−rcg)2/2σ2

, (3.47)

con ρ0 = 5× 10−3, rcg = 100M y σ = 0,5M .

Por simplicidad, las funciones gravitacionales y electromagnéticas, RG, RE , se establecen en cero,

aśı como sus derivadas temporales. Nuestros resultados indican que los efectos de esta elección en la

forma de onda gravitacional y en la electromagnética, no tienen un efecto significativo. Finalmente,

observamos que la frontera exterior se ajusta a lo siguiente, no se puede asegurar que ninguna

radiacción esta presente.

3.4.1. Forma de onda

Considerando el modo dipolar (` = 1) y el cuadripolar (` = 2) dado que ellos se es-

pera sean dominantes. Como una consecuencia de nuestros resultados, encontramos que la señal

electromagnética es homogénea de grado uno, es decir, RE(t, ro;λq) = λRE(t, ro; q). Por lo tanto,

conociendo los múltipolos φ2 para una carga dada otras funciones de onda pueden ser derivadas.

En la siguiente subsección veremos que escalas son idénticas linealmente con la carga q.

En la Figura 3.1 mostramos las formas de ondas radiales que se obtiene en el radio de extracción

ro = 1000M . En el panel de la izquierda el componente dipolar ` = 1 y el cuadripolar ` = 2 se

muestra en el panel de la derecha. En el recuadro se presenta gráficamente el valor absoluto en es-

cala logaŕıtmica para mostrar las diferentes etapas de la señal. El estallido inicial debido a los datos

iniciales, el anillo cuasinormal y la cola. En estas figuras las formas de onda han sido reescaladas
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para mostrar la dependencia de RE sobre q.

Si bien frecuencia baja se determina por el timbre cuasinormal, es interesante tener en cuenta
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Figura 3.1: La señal Electromagnética para los modos ` = 1 y ` = 2. Las formas de onda han sido

reescaladas para mostrar la propiedad RE(t, ro;λq) = λRE(t, ro; q).

que la amplitud puede ser derivada a partir de un reescalamiento. El comportamiento puede estar

relacionado con otra escala o expansión observada en [13]. En el trabajo antes citado se considera

que la colisión de dos hoyos negros cargados con carga opuesta Q y masa M tal que el hoyo ne-

gro resultante fue uno de tipo Schwarzchild. Se encontró que la forma de onda electromagnética

emitida en escala de hoyos negros finales como Q(1 + Q2/M2)(1/2). Para un observador distante,

sin embargo, la situación es que hay una señal electromagnética procedente de un hoyo negro casi

estacionario muy similar a nuestro último conjunto cuando las part́ıculas cargadas han cáıdo en el

hoyo.

Una comparación de las formas de onda electromagnética y gravitacional se muestra en la figura 3.2.

La figura muestra los modos cuadripolares para la señal gravitacional y el campo electromagnético

para 2 casos representativos de la carga q = 0,2, 0,8. No encontramos ninguna rastro de mezcla

entre las frecuencias gravitacionales y electromagnéticas. Cada señal muestra su caracteŕıstica de

frecuencia que decae. El recuadro muestra el valor absoluto en escala logaŕıtmica. Hemos encon-

trado que las ondas electromagnéticas tienen una frecuencia especifica que corresponde a la ` = 1

modo de cuasinormales de las ondas electromagnéticas en un fondo de Schwarzchild [37]-[39]. Las

frecuencias de las ondas gravitacionales son por otro lado el modo cuasinormal cuadripolar ` = 2

[22],[40],[41]. Los valores de las frecuencias correspondientes se muestran en el Cuadro 3.1 para

los hoyos negros de algunas masa solares 10M� < M < 103M� las frecuencias están estre 8Hz

∼ 800Hz, mientrás las ondas gravitacionales sonproducidas en un rango de masa con la ventana

de 12Hz a 1,2kHz. Como se ha señalado los cuasinormales pueden ser usados para determinar las

propiedades intŕınsecas de un hoyo negro [38]. Las ondas electromagnéticas como tales bajas fre-
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Figura 3.2: Perfiles radiales de la señal gravitacional (RG` ) y electromagnética (RE` ) para el modo

cuadripolar ` = 2. El radio de extracción es ro = 1000M . El panel del recuadro muestra el valor

absoluto en una escala logaritmica para distinguir correctamente las diferentes fases.

cuencias en esta banda, sin embargo podŕıan ser absorbidas fácilmente por el medio interestelar

durante su propagación y será casi imposible de detectar directamente. Una posible forma de obser-

var las ondas electromagnéticas es la detección de su efecto indirecto en el medio, como la radiación

del sincrotrón, en este escenario, sin embargo, se necesita más información sobre la fuente original.

Estudiamos el efecto de la variación de la anchura media de Gauss en las señales gravitaciones y

electromagnéticas. La respuesta de un hoyo negro aislado a la anchura de perturbaciones iniciales

de Gauss es muy conocido. Cuando es muy amplia, ningún anillo cuasinormal se podŕıa ver en

la radiación dispersa. Cuando la Gaussiana se hacen delgada ningun anillo se presenta [42],[43].

Resultados similares fueron reportados cuando la perturbación fue causada por una distribución

Gaussiana de polvo [34],[44],[46]. Nuestros resultados para las part́ıculas de polvo cargadas en la

misma dirección tanto para señales electromagnéticas que como para gravitacionales. No es muy

común, pero es visto que aparecen Gaussianas muy amplias. La forma de onda electromagnética

gravitacional para varios valores de la anchura Gaussiana inicial se representan gráficamente en la
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` MωGW MωEM

1 - 0.2485

2 0.3733 0.457

3 0.5984 0.6556

Cuadro 3.1: Frecuencias cuasinormales gravitacionales y elecromagnéticas

Figura 3.3.
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Figura 3.3: El valor absoluto de la forma de onda electromagnetica (izquierda) y gravitacional

(derecha) cuadripolar ` = 2 para diferentes valores de la anchura Gaussiana σ. El observador esta

en ro = 1000M y la Gaussiana fue ubicada en rcg = 100M . La relación de masas de carga utilizada

en estos ejemplos fue q = 0,8. Asi σ incrementa la perdida del comportamiento que decae esto se

hace evidente para ambas señales.

3.4.2. Enerǵıa Radiada

En términos de la descomposición multipolar (3.11) el flujo de enerǵıa gravitaconal radiado

por unidad de tiempo esta dado por [17]

PGW =
d

dt
EGW = ĺım

r→∞

1

16π

∑
`,m

|
∫ t

−∞
dt′RG` (t′)|2 . (3.48)

El flujo de enerǵıa por unidad de tiempo radiado por ondas electromagnéticas en términos de la

descomposición multipolar (3.38) esta dada por

PEM =
d

dt
EEM = ĺım

r→∞

1

4π

∑
`,m

|RE` (t)|2 . (3.49)
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Calculamos la enerǵıa total radiada por integración directa de las ecuaciones (3.48) y (3.49). Para

calcular la enerǵıa total, empezamos integrando los flujos después de algún tiempo con el fin de

deshacerse de la radiación resultante de los datos iniciales. La elección de la hora de inicio depende

del radio de la extracción, tradicionalmnte tomamos ts ∼ 1400M para un radio de extracción de

ro = 1000M . El valor de las enerǵıas no cambia cuando ponemos los observadores lejos del camino,

que indica la validez de la región de aproximación.

Con el fin de mostrar el efecto de la carga de las part́ıculas en ambas señales electromagnéticas y

gravitacionales se considera el cociente entre las enerǵıas calculadas. En la figura 3.4 graficamos el

cociente EEM/EGW contra la densidad de carga. Para valores pequeños la carga de la enerǵıa gra-

vitacional domina, pero cuando la carga crece domina la enerǵıa electromagnética. Se encontró que

existe una relación entre las dos enerǵıas. Ajustamos el cociente de las enerǵıas con una función

cuadrática de la forma EEM/EGW = 12,417q2.

En este caṕıtulo se destaca lo relevante de poder de alguna forma detectar de la presencia de

señales gravitacionales. Tomando como escenario un hoyo negro de Schwarzchild y haciendo uso de

la ecuación general de Teukolsky se logra analizar perturbaciones gravitacionales y campo electro-

magnético en este fondo. Bajo están condiciones se puede hacer un comparación de los dos tipos

de señales y realizar un estudio en los diferentes modos polares de la presencia de cada señal.
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Figura 3.4: la razón de la energia radiada electromagnética y gravitacional calculada apertir de la

integración de los flujos. La linea continua es una cuadratica fija EEM/EGW = 12,417q2.
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Conclusiones

A 100 años de que Einstein formulara la teoŕıa de la Relatividad General, las ondas gra-

vitacionales, una predicción de esta teoŕıa, no han sido detectadas de manera experimental directa.

En la búsqueda de las ondas gravitacionales los detectores por interferometŕıa láser han sido cali-

brados hasta alcanzar las sensibilidades esperadas para su detección.

Una motivación en este trabajo ha sido la búsqueda de información de las ondas gravi-

tacionales comparadas con su compañera electromagnética, un modelo formado por un hoyo negro

rodeado de un disco de acreción formado por part́ıculas cargadas. En esta tesis obtuvimos las

ecuaciones linealizadas de la teoŕıa de Einstein haciendo uso del formalismo de Newman-Penrose.

Como primero objetivo encontramos la ecuación de onda gravitacional saliente para Ψ4, la cual nos

permitará analizar las ondas gravitacionales de objetos astrofisicos con fuentes. Esta ecuación es

bastante compleja ya que incluye coeficientes de sṕın perturbados, pero haciendo uso de manipula-

ciones algebraicas con la formulación de Newman Penrose, es posible eliminarlas cuando se toman

los modelos métricos de hoyos negros, caso Schwarschild con disco de acreción o Reissner-Nordstrom.

Analizamos los efectos de interacción entre las señales gravitacionales y electromagnéticas,

haciendo uso de la ecuación de Teukolsky con fuentes para el caso de un hoyo negro de Schwarsz-

child, con part́ıculas cargadas como disco de acreción y cayendo hacia el hoyo negro con movimiento

geodésico. La ecuación obtenida fue posible resolverla al usar armónicos esféricos con peso de sṕın

en la parte angular, y métodos numéricos para la parte radial temporal. Como resultado, obtuvimos

que la materia que cae, en este caso las part́ıculas cargadas, emiten dos señales una electromagnética

y otra gravitacional. La señal gravitacional muestra el comportamiento caracteŕıstico de un agujero

negro perturbado, una fase oscilante después de la explosión inicial y un decaimiento en la parte

final de su propagación. Las ondas electromagnéticas muestran el mismo comportamiento cualita-
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tivo. Sin embargo, no encontramos el acoplamiento directo entre las frecuencias de ambas señales.

Se estudió el efecto de la carga de las part́ıculas en las señales emitidas y encontramos que

existe una dependencia lineal de las formas de ondas electromagnéticas con relación de la carga de

la masa de la part́ıcula q. También se encontró que las enerǵıas gravitacionales y electromagnéticas

están relacionadas con el cuadrado de q. Este significa que en un escenario ideal, si uno fuera capaz

de medir la señal electromagnética se podŕıan determinar las propiedades de la onda gravitatoria,

tales como la frecuencia y el contenido de enerǵıa, una vez que la carga se determina por otros

medios astrof́ısicos. Con el fin de lograr este objetivo modelos más complicados de la materia deben

ser tomados en cuenta. Se podŕıan señalar varias direcciones en las que el presente estudio podŕıa

continuar, una de ellas podŕıa ser útil para ampliar el análisis el incluir modelos más realistas de

discos de acreción o la inclusión de un modelo con un espacio-tiempo no vaćıo.
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